
Н.А. Ольховский,
д.ф.-м.н. Л.Б. Соколинский

Южно-Уральский государственный университет 
(национальный исследовательский университет)

Исследование масштабируемости параллельной 
реализации алгоритма AlFaMove для линейного 

программирования на кластерной 
вычислительной системе

Международная научная конференция «Суперкомпьютерные дни в России»
(Москва, 23-24 сентября 2024 г.) 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ (проект №23-21-00356).



Задача линейного 
программирования

• 𝒙𝒙 ∈ ℝ𝑛𝑛

• 𝐴𝐴 – матрица 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛
• 𝒃𝒃 – вектор размерности m
• 𝒄𝒄 – вектор размерности n
• f 𝒙𝒙 = 𝒄𝒄, 𝐱𝐱 – целевая функция
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�𝒙𝒙 = arg max 𝒄𝒄,𝒙𝒙 |𝐴𝐴𝐱𝐱 ≤ 𝒃𝒃

Допустимый 
многогранник
𝑀𝑀 = 𝒙𝒙|𝐴𝐴𝐱𝐱 ≤ 𝒃𝒃

𝑐𝑐

M

�𝒙𝒙

𝒄𝒄, 𝐱𝐱 – скалярное произведение

Presenter Notes
Заметки для презентации
Задача линейного программирования - это задача на нахождение точки с наибольшим значением целевой функции. Целевая функция - это линейный функционал, представляющий собой скалярное произведение вектора с на координаты точки. Мы предполагаем, что допустимая область - это замкнутый, ограниченный многогранник М.



Допустимый многогранник 𝑀𝑀
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𝐻𝐻𝑖𝑖 = 𝒙𝒙 ∈ ℝ𝑛𝑛 𝒂𝒂𝒊𝒊,𝒙𝒙 = 𝑏𝑏𝑖𝑖
�𝐻𝐻𝑖𝑖 = 𝒙𝒙 ∈ ℝ𝑛𝑛 𝒂𝒂𝒊𝒊,𝒙𝒙 ≤ 𝑏𝑏𝑖𝑖

𝑖𝑖 – номер строки матрицы 𝐴𝐴

𝑀𝑀 = �
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

�𝐻𝐻𝑖𝑖

Γ𝑀𝑀 M

Γ 𝑀𝑀

Обозначим через Γ 𝑀𝑀  
множество граничных точек 
допустимого многогранника 𝑀𝑀



Рецессивное полупространство
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𝐻𝐻𝑖𝑖

𝒄𝒄

𝒙𝒙

∀𝒙𝒙 ∈ 𝐻𝐻𝑖𝑖 ,∀𝜆𝜆 ∈ ℝ>0 ∶ 𝒙𝒙 + 𝜆𝜆𝒄𝒄 ∉ �𝐻𝐻𝑖𝑖

Presenter Notes
Заметки для презентации
Для этого мы вводим понятие рецессивного полупространства.



Критерий рецессивности
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𝒂𝒂𝑖𝑖 , 𝒄𝒄 > 0

𝑐𝑐

𝐻𝐻1

𝐻𝐻2

𝐻𝐻3
𝐻𝐻4

𝐻𝐻5

𝐻𝐻6

𝐻𝐻7

𝑐𝑐

𝐻𝐻2

𝐻𝐻3
𝐻𝐻4

𝐻𝐻5

ℳ = {1, … ,𝑚𝑚}
Индексы полупространств, 
рецессивных по отношению к 𝑐𝑐:

ℐ = 𝑖𝑖 ∈ ℳ 𝒂𝒂𝑖𝑖 , 𝒄𝒄 > 0
ℐ ⊂ ℳ



Рецессивный многогранник
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𝒄𝒄

𝐻𝐻2

𝐻𝐻3
𝐻𝐻4

𝐻𝐻5

�𝑀𝑀

�𝑀𝑀 = �
𝑖𝑖∈ ℐ

�𝐻𝐻𝑖𝑖
Γ �𝑀𝑀

𝒙𝒙

Обозначим через Γ �𝑀𝑀  
множество граничных точек 
рецессивного многогранника �𝑀𝑀

Presenter Notes
Заметки для презентации
Рецессивный конус  𝑀  – это многогранный конус, образованный пересечений рецессивных полупространств.




Ортогональная проекция 𝝅𝝅𝐻𝐻 𝒗𝒗
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Пусть в пространстве ℝ𝑛𝑛 имеется 
гиперплоскость

𝐻𝐻 = 𝒙𝒙 ∈ ℝ𝑛𝑛 𝒂𝒂,𝒙𝒙 = 𝑏𝑏

Ортогональная проекция 𝝅𝝅𝐻𝐻 𝒗𝒗  точки 𝒗𝒗 ∈ ℝ𝑛𝑛 на гиперплоскость 
𝐻𝐻 определяется формулой

𝝅𝝅𝐻𝐻 𝒗𝒗 = 𝒗𝒗 −
𝒂𝒂,𝒙𝒙 − 𝑏𝑏
𝒂𝒂 𝟐𝟐 𝒂𝒂.



Оптимальный путь
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𝒖𝒖

𝒗𝒗

𝒘𝒘

�𝒘𝒘
�𝒗𝒗

�𝒖𝒖

𝐻𝐻

𝐿𝐿

𝒄𝒄

𝒅𝒅

𝒅𝒅 = 𝒘𝒘− 𝒖𝒖

Presenter Notes
Заметки для презентации
Пусть в пространстве  ℝ 𝑛  задана гиперплоскость 𝐻 с нормалью 𝒂∈ ℝ 𝑛 , проходящая через точку 𝒖∈ ℝ 𝑛 :
𝐻= 𝒙∈ ℝ 𝑛   𝒂,𝒙 = 𝒂,𝒖  

Пусть задана линейная функция 𝑓 𝒙 : ℝ 𝑛 → ℝ 𝑛  с градиентом 𝒄∈ ℝ 𝑛 :
𝑓 𝒙 = 𝒄,𝒙 

Пусть векторы 𝒂 и 𝒄 линейно независимы (не коллинеарны, и среди них нет нулевого вектора). Положим
𝒗=𝒖+𝒄

Построим ортогональную проекцию  𝝅 𝐻  𝒗  точки 𝒗 на гиперплоскость 𝐻:
𝒘= 𝝅 𝐻  𝒗 

Тогда вектор
𝒅=𝒘−𝒖

однозначно задает направление максимального увеличения линейной функции 𝑓 𝒙 , определяемой формулой 𝑓 𝒙 = 𝒄,𝒙 .



Линейное многообразие 
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Пусть 𝒥𝒥 ⊆ {1, … ,𝑚𝑚 }, 𝒥𝒥 ≠ ∅, и ⋂𝑖𝑖 ∈ 𝒥𝒥 𝐻𝐻𝑖𝑖 ≠ ∅. В этом 
случае множество индексов 𝒥𝒥 определяет в 
пространстве ℝ𝑛𝑛 линейное многообразие

𝐿𝐿 = �
𝑖𝑖∈𝒥𝒥

𝐻𝐻𝑖𝑖

𝑘𝑘𝐿𝐿  — размерность линейного многообразия 𝐿𝐿.

Проблема: 𝑘𝑘𝐿𝐿 < 𝑛𝑛 − 1



Проекционное отображение 𝝋𝝋 𝒙𝒙
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Определим проекционное отображение 𝝋𝝋 ⋅ :

𝝋𝝋 𝒙𝒙 =
1
𝒥𝒥
�
𝑖𝑖 ∈ 𝒥𝒥

𝝅𝝅𝐻𝐻𝑖𝑖 𝒙𝒙

Известно, что отображение 𝝋𝝋 𝒙𝒙 является 
непрерывным 𝐿𝐿-фейеровским отображением,
и последовательность точек

𝒙𝒙𝑘𝑘 = 𝝋𝝋𝑘𝑘 𝒙𝒙0 𝑘𝑘=1
∞

порождаемая этим отображением, начиная с произвольной точки 
𝒙𝒙0 ∈ ℝ𝑛𝑛, сходится к точке, принадлежащей 𝐿𝐿:

𝒙𝒙𝑘𝑘 → �𝒙𝒙 ∈ 𝐿𝐿



Псевдопроекция 𝝆𝝆𝒥𝒥 𝒙𝒙  
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𝑃𝑃
𝐻𝐻𝑗𝑗′ 𝒑𝒑0′′𝒗𝒗1

𝒑𝒑1′′𝒗𝒗2 𝒑𝒑2′′

𝐻𝐻𝑗𝑗𝑗𝑗

𝐿𝐿

𝒑𝒑0′
𝒗𝒗0

𝒑𝒑1′
𝒑𝒑2′

�𝒗𝒗

lim
𝑘𝑘→∞

𝝆𝝆𝒥𝒥 𝒙𝒙 − 𝝋𝝋𝑘𝑘 𝒙𝒙 = 0

∀𝒙𝒙 ∈ ℝ𝑛𝑛:𝝆𝝆𝐿𝐿 𝒙𝒙 = 𝝅𝝅𝐿𝐿 𝒙𝒙

Presenter Notes
Заметки для презентации
Псевдопроекцией  𝝆 𝒥  𝒙  точки 𝒙∈ ℝ 𝑛  на линейное многообразие 𝐿= 𝑖 ∈ 𝒥   𝐻 𝑖   называется предельная точка последовательности …

Важным свойством псевдопроекции на линейное многообразие является то, что в этом случае псевдопроекция совпадает с ортогональной проекцией.



Алгоритм движения по граням 
AlFaMove
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Presenter Notes
Заметки для презентации
Алгоритм AlFaMove строит на поверхности допустимого многогранника путь из произвольной граничной точки  𝒖 0 ∈𝑀∩Γ  𝑀   до точки  𝒙 , являющейся решением задачи ЛП. Перемещение по граням допустимого многогранника происходит в направлении наибольшего увеличения значения целевой функции. Путь, построенный в результате такого движения, называется оптимальным целевым путем.



Вычисление вектора движения
�𝒅𝒅 = 𝑫𝑫(𝒖𝒖)
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Вычисление вектора направления движения �𝒅𝒅 по грани линейного
многообразия 𝐿𝐿.



Процедура 𝑫𝑫(⋅)
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Вектор-функция 𝝁𝝁(⋅)
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Обозначим

𝒬𝒬 = 𝑖𝑖 ∈ 1, … ,𝑚𝑚 𝒂𝒂𝒊𝒊,𝒖𝒖 < 𝑏𝑏𝑖𝑖 ⋀ 𝒂𝒂𝑖𝑖 ,𝒅𝒅 > 0 
тогда

𝝁𝝁 𝒖𝒖,𝒅𝒅 = arg min
𝑖𝑖 ∈ 𝒬𝒬

𝒖𝒖 − 𝒙𝒙 𝒙𝒙 = 𝜸𝜸𝑖𝑖 𝒖𝒖,𝒅𝒅

Здесь 𝜸𝜸𝑖𝑖 𝒖𝒖,𝒅𝒅  обозначает вектор-функцию, вычисляющую косоугольную 
проекцию точки 𝒖𝒖 на гиперплоскость 𝐻𝐻𝑖𝑖 по направлению 𝒅𝒅: 

𝜸𝜸𝑖𝑖 𝒖𝒖,𝒅𝒅 = 𝒖𝒖 −
𝒂𝒂𝑖𝑖 ,𝒖𝒖 − 𝑏𝑏𝑖𝑖
𝒂𝒂𝑖𝑖 ,𝒅𝒅

𝒅𝒅.



Вектор-функция 𝝁𝝁(⋅)
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Действие 
функции 𝝁𝝁:

𝝁𝝁 𝒖𝒖,𝒅𝒅 = 𝜸𝜸1 𝒖𝒖,𝒅𝒅



Параллельный алгоритм
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Основные моменты:

• BSF-каркас: мастер-рабочие

• Функции высшего порядка Map и Reduce

• Список ℒ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 1, … ,𝐾𝐾 , где 𝐾𝐾 = 2 𝒰𝒰 − 1

Репозитории:
‒ Параллельная реализация AlFaMove:

https://github.com/nikolay-olkhovsky/AlFaMove

‒ Тестовые задачи ЛП:
https://github.com/nikolay-olkhovsky/Set-of-LP-Problems

https://github.com/nikolay-olkhovsky/AlFaMove
https://github.com/nikolay-olkhovsky/Set-of-LP-Problems


Вычислительные 
эксперименты



Суперкомпьютер «Торнадо ЮУрГУ»
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Количество узлов: 480
Тип процессоров: Intel Xeon X5680 (6 ядер, 3.33 ГГц)
Число процессоров на узел: 2
Память на узел: 25 ГБ DDR3
Память сопроцессора: 8 Гб
Тип системной сети: InfiniBand QDR (40 Гбит/с)
Операционная система: Linux CentOS 6.2



Гиперкуб с отсеченной вершиной
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Градиент целевой функции:

Стартовая точка:



Ускорение и эффективность

21



Время работы алгоритма
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Куб Кли-Минти
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Градиент целевой функции:

Стартовая точка: начало координат.



Сравнение с симплекс-методом

24



Благодарю за внимание!
Николай Ольховский

89226343351 (Telegram, Viber, WhatsApp)
olkhovskiina@susu.ru
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