
Н.А. Ольховский

Южно-Уральский государственный университет 

(национальный исследовательский университет)

Построение проекции вектора на гиперплоскость в 

многомерном пространстве путем взаимодействия

суперкомпьютера и искусственной нейронной сети

Всероссийская научная конференция с международным участием «Цифровая индустрия: состояние и перспективы развития 2023»

(Челябинск, 21-23 ноября 2023 г.) 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ в рамках научного проекта № 23-21-00356



Архитектура программного 

комплекса

2

Генератор 

гиперплоскос

тей, векторов 

и проекций

Параметры генератора

N – число задач

Визуализатор 

ViLiPP

Образ точки 

приближения:
𝑥1

⋮
𝑥𝑝

, 𝑥𝑖 ∈ −256; 255

Искусственная

нейронная 

сеть

Углы наклона к осям 

рецептивного поля:
cos 𝛼1

⋮
cos 𝛼𝑛−1

𝑎 ∈ ℝ𝑛−1 – нормаль 

гиперплоскости

с ∈ ℝ𝑛 – вектор

𝑧 ∈ ℝ𝑛 – исходная точка 

гиперплоскости

𝑝 ∈ ℝ𝑛 – точка проекции на 

гиперплоскость

Параметры рецептивного поля:

𝜂 – ранг

𝛿 – плотность

flat/cross – конфигурация



Задача линейного 

программирования

• 𝑥 ∈ ℝ𝑛

• 𝐴 – матрица 𝑚 × 𝑛

• 𝑏 – вектор размерности m

• 𝑐 – вектор размерности n

• 𝑐, 𝑥 – скалярное произведение
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ҧ𝑥 = arg max 𝑐, 𝑥 |𝐴𝑥 ≤ 𝑏

M

𝑀 = 𝑥|𝐴𝑥 ≤ 𝑏

𝑐

ҧ𝑥



Идея предлагаемого подхода

print 𝑢

Да

Нет

Супер-

компьютер

𝐴𝑥 ≤ 𝑏
𝑐
𝑢

Многомер-

ный образ в 

окрестности 

𝑢

Нейронная 

сеть

Вектор 

движения 𝑣

𝑢 ≔ 𝑢 + 𝑣 𝑣 = 𝟎

𝑀

𝑐

𝑢(1)

𝑢(2)

𝑢(3)

ҧ𝑥 = 𝑢(4)



Рецессивное полупространство
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𝐻𝑖

𝑐

𝑥

𝐻𝑖 = 𝑥 ∈ ℝ𝑛 𝑎𝑖 , 𝑥 ≤ 𝑏𝑖

𝑎𝑖 , 𝑐 > 0



Переход к рецессивному 

многограннику
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𝐻1

𝐻2

𝐻3

𝐻4
𝐻5

𝐻6

𝐻7

𝑐

𝐻2

𝐻3

𝐻4
𝐻5

𝒫 = {1, … , 𝑚}
Номера полупространств, 

рецессивных по отношению к 𝑐:

ℐ = 𝑖 ∈ 𝒫 𝑎𝑖 , 𝑐 > 0
ℐ ⊂ 𝒫

𝑐



෡𝑀

Рецессивный многогранник
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𝐻2

𝐻3

𝐻4
𝐻5

෡𝑀 = ሩ

𝑖 ∈ ℐ

෡𝐻𝑖

෡𝑀 = 𝑥 ∈ ℝ𝑛 𝑎𝑖 , 𝑥 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 ∈ ℐ

෠Γ𝑀

෠Γ𝑀 = 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∀𝜀 > 0: 𝑆𝜀(𝑥) ∩ ෡𝑀 ≠ ∅ ∧ 𝑆𝜀(𝑥) ∩ ෡𝑀𝐶 ≠ ∅

• Многогранник, образуемый 

пересечением c-рецессивных 

полупространств

• Представляет собой замкнутое 

неограниченное множество

𝑐



Смещение
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𝐻𝑖

𝑐

𝑔

𝛾𝑖 𝑔

𝛽𝑖(𝑔)

𝛽𝑖(𝑔) =
𝑎𝑖 , 𝑔 − 𝑏𝑖

𝑎𝑖 , 𝑐
𝑐

Целевая проекция: 𝛾𝑖 𝑔 = 𝑔 − 𝛽𝑖(𝑔)
𝑐

𝑐

Ортогональная проекция: 𝜋c(𝛾i(𝑔)) = 𝑔

𝐻𝑐



Целевая проекция на границу 

рецессивного многогранника
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ො𝛾(𝑔) = 𝑔 − መ𝛽(𝑔)
𝑐

𝑐

መ𝛽(𝑔) = max
𝑖∈ℐ

𝛽𝑖(𝑔)

H4H2
H3

H1

𝛾2(𝑔)

𝛾1(𝑔)

𝛾4(𝑔)
𝛾3(𝑔)

෠Γ𝑀

𝑔

𝑐

ො𝛾(𝑔) = 𝛾2(𝑔)

መ𝛽(𝑔) = 𝛽2(𝑔)



Построение рецептивного поля
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෠Γ𝑀

𝑐

𝑧

𝐻𝑐

Рецептивная гиперплоскость: 𝐻𝑐 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 | 𝑐, 𝑥 − 𝑧 = 0}

𝑔′

ො𝛾 𝑔′

𝑔′′

ො𝛾 𝑔′′

ො𝛾 𝑔′′′

𝑔′′′

Целевая проекция: ො𝛾 ∶  𝐻𝑐 → ෠Γ𝑀



Рецептивное поле (flat)
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𝑧

𝔊𝑐(𝑧, 𝜂, 𝛿)

𝜂𝛿

𝛿

𝜂 – ранг

𝛿 – шаг



Receptive configurations
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𝒛

𝔊𝑐𝑟𝑜𝑠𝑠(𝒛, 𝜂, 𝛿)

𝜂𝛿
𝛿

𝜂 – rank 𝛿 – density

𝒛

𝔊𝑐𝑢𝑏𝑒(𝒛, 𝜂, 𝛿)

𝜂𝛿

𝛿

flat cross



Вектор движения
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෠Γ𝑀

𝑐

𝑢(𝑘+1)

𝐻𝑐

ො𝛾(𝑣𝑐)

𝒗𝒄

𝑢(𝑘)

𝑢(𝑘) 𝑒1

𝑒2

𝒗𝒄

𝛼1

𝛼2



Создание обучающего прецедента
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𝑢(𝑘) 𝑒1

𝑒2

𝜋c(𝑢 𝑘 + 𝑣)

𝛼1

𝛼2

෠Γ𝑀

𝑐

𝑢(𝑘+1)

𝐻𝑐

𝜋𝑐
𝒗

𝑢(𝑘)



Рецептивное поле (cross)
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𝑧

𝔊𝑐(𝑧, 𝜂, 𝛿)

𝜂𝛿

𝛿
𝜂 – ранг

𝛿 – плотность



Архитектура нейронной сети
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…

cos 𝛼1

cos 𝛼2

cos 𝛼3

cos 𝛼1

⋮
cos 𝛼𝑛−1

cos 𝛼𝑛−1

…
Образ точки 

приближения:
𝑥1

⋮
𝑥𝑝

𝑥𝑖 ∈ −256; 255



Архитектура нейронной сети
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Dense
input: p

ReLU

Dropout
0.15

Dense
4096

sigmoid

Dropout
0.3

Dense
2048

tanh

Dropout
0.3

Dense
3072

ReLU

Dense
output: 1

Для cross: 𝑝 = 2𝜂(𝑛 − 1) + 1
Для flat: 𝑝 = (2𝜂 + 1)𝑛−1



Эксперименты



Параметры
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Число случайных задач ЛП
 50 000 (для ℝ3); 20 000 (для ℝ4);
Число случайных ограничений
  7 (для ℝ3);  8 (для ℝ4);
Конфигурации рецептивного поля

Ранг (𝜼) Плотность (𝜹) Количество точек рецептивного поля

𝑲𝒇𝒍𝒂𝒕
𝟐 𝑲𝒄𝒓𝒐𝒔𝒔

𝟐 𝑲𝒇𝒍𝒂𝒕
𝟑 𝑲𝒄𝒓𝒐𝒔𝒔

𝟑

5 1.00 121 21 1331 31

4 1.25 81 17 729 25

3 1.66667 49 13 343 19

2 2.5 25 9 125 13

1 5 9 5 27 7



Метрики
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Mean Absolute Error (MAE)

МАЕ =
1

𝑛
෍ 𝑦𝑡𝑟𝑢𝑒 − 𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑

Cosine Similarity (CS)

𝐶𝑆 =
σ(𝑦𝑡𝑟𝑢𝑒∙ 𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑)

σ 𝑦𝑡𝑟𝑢𝑒
2 ∙ σ 𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑

2

∙ 100

𝑦𝑡𝑟𝑢𝑒  – истинное значение
𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑 – ответ ИНС
𝑛 – размер выборки (batch size)



Достигнутая точность
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Для ℝ3:
flat

CS = 97,4%
 МАЕ = 0,0311

cross
CS = 96,2%
 МАЕ = 0,0369

Для ℝ4:
flat

CS = 95,2%
 МАЕ = 0,0437

cross
CS = 95,9%
 МАЕ = 0,0499



Зависимость точности от 𝜂
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ℝ3

ℝ4

0.030

0.035

0.040

0.045

0.050

0.055

0.060

0.065

0.070

1 2 3 4 5

Ранг рецептивного поля

МАЕ

cross

flat

0.920

0.930

0.940

0.950

0.960

0.970

0.980

1 2 3 4 5

Ранг рецептивного поля

Cosine Similarity

cross

flat

0.040

0.050

0.060

0.070

0.080

0.090

0.100

0.110

1 2 3 4 5

Ранг рецептивного поля

МАЕ

cross

flat

0.900

0.910

0.920

0.930

0.940

0.950

0.960

1 2 3 4 5

Ранг рецептивного поля

Cosine Similarity

cross

flat



Спасибо за внимание!

24
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