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ВВЕДЕНИЕ 

По определению Джеффа Ротенберга (Jeff Rothenberg) моделирование в са-

мом широком смысле – это экономически целесообразное использование 

чего-то искусственного вместо чего-то реального с целью исследования по-

следнего. Моделирование позволяет нам использовать то, что проще, без-

опаснее или дешевле, чем реальность, для достижения определенного ре-

зультата. Это дает нам возможность взаимодействовать с действительностью 

в упрощенном виде, преодолевая сложность, опасность и необратимость ре-

альности [135]. Научное программирование сегодня является в высшей сте-

пени непростым процессом. Современные высокопроизводительные вычис-

лительные платформы представляют собой технически сложные и дорогие 

системы, включающие в себя, как правило, две соединительные высокоско-

ростные сети, многоуровневую иерархическую память, многоядерные про-

цессоры и мультиядерные ускорители. Индустрия высокопроизводительных 

вычислений предлагает сегодня широкий набор инструментов для исследо-

вания эффективности и профилирования программ при их выполнении на 

высокопроизводительных вычислительных системах. Преимуществом та-

кого подходя является высокая точность и объективность получаемых харак-

теристик и показателей эффективности программы по отношению к целевой 

аппаратной платформе. В качестве основных недостатков можно выделить 

следующие: 1) дорогостоящее процессорное время тратится не на получение 

эффективного результата, а на определение оптимальной конфигурации про-

граммы, которая этот результат должна выдать; 2) дефекты в проектирова-

нии программы, приводящие к неэффективному использованию целевой ап-

паратной платформы, выявляются в финальной фазе после ее полной реали-

зации, что приводит к необходимости серьезной переработки исходных тек-

стов вплоть до замены выбранного алгоритма; 3) зачастую исследование па-

раллельной эффективности программы проводится на малом количестве 
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процессорных узлов, что не гарантирует приемлемую эффективность на «бо-

евых» конфигурациях более высокого порядка. Использование формальных 

аналитических подходов для предсказания поведения программы на целевой 

платформе в значительной мере может устранить указанные недостатки 

натурного тестирования, сделав анализ алгоритмов и программ более быст-

рым, легким и дешевым. Предсказание производительности остается слож-

ной нерешенной проблемой в области высокопроизводительных вычисле-

ний [132]. 

Актуальность темы исследования 

Актуальность темы диссертационного исследования основывается на следу-

ющих основных факторах: 

1) появление в ближайшие 2-3 года суперкомпьютеров с производитель-

ностью более одного экзафлопса (1018 операций с плавающей точкой 

в секунду); 

2) доминирование кластерной архитектуры в области высокопроизводи-

тельных вычислений; 

3) необходимость разработки и исследования новых классов сверхмас-

штабируемых параллельных алгоритмов, ориентированных на вычис-

лительные системы экзафлопсного уровня производительности; 

4) потребность в адекватных и простых в использовании моделей парал-

лельных вычислений, способных на ранних этапах проектирования 

предсказывать границу масштабируемости для определенных классов 

алгоритмов, ориентированных на высокопроизводительные вычисли-

тельные системы с кластерной архитектурой. 

Рассмотрим эти факторы более подробно. 
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Проекты построения экзамасштабных вычислительных систем сегодня 

реализуются в нескольких странах [48]. В Соединенных Штатах в соответ-

ствии с проектом ECP (Exascale Computing Project) [193], являющимся ча-

стью федеральной программы NSCI (National Strategic Computing Initia-

tive) [192], в лабораториях Министерства энергетики США к 2023 году 

должно быть установлено не менее трех экзамасштабных суперкомпьютер-

ных систем, которые на тесте HPL (High-Performance Linpack) [121] будут 

способны показать производительность более одного экзафлопса [94]. В Ки-

тае в 2018-2019 годах были созданы по крайней мере три компьютерные си-

стемы с различными архитектурами, демонстрирующие производительность 

в сотни петафлопс. Базируясь на этих результатах, Китай планирует создать 

не менее двух экзамасштабных суперкомпьютеров с производительностью 

более одного экзафлопса на тесте HPL [126]. Европейской Комиссией в 2018 

году запущен масштабный суперкомпьютерный проект EuroHPC [87,187], 

в котором принимают участие 25 европейских стран. В соответствии с этим 

проектом в Европе к 2023 году должны быть запущены две экзамасштабные 

вычислительные системы, по крайней мере одна из которых должна базиро-

ваться на европейских технологиях. В Японии Министерством образования, 

культуры, спорта, науки и технологий в 2014 году на базе Центра вычисли-

тельных наук института Riken совместно с компанией Fujitsu запущен про-

ект по созданию экзамасштабной вычислительной системы Post-K [149]. 

В отличие от американского и европейского проекта компьютер Post-K бу-

дет включать в себя только 48-ядерные центральные процессоры с вектори-

зацией, разрабатываемые компанией Fujitsu на базе технологии ARM [43]. 

Предполагается, что в компьютере Post-K будет более 100 000 процессорных 

узлов с такими процессорами. Запуск системы намечен на середину 2020 

года. В России также выполняются проекты по созданию суперкомпьютеров 

экзафлопсной производительности, среди которых можно отметить проект 
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«Торнадо» Группы компаний РСК [183,194] и проект «Эльбрус‑16СВ», вы-

полняемый совместно Институтом электронных управляющих машин имени 

И. С. Брука и компанией МЦСТ [180]. В результате выполнения этих проек-

тов к 2023 году в России должны появиться технологии, обеспечивающие 

возможность создания вычислительных систем экзафлопсного уровня про-

изводительности. В соответствии с этим возникает необходимость разра-

ботки моделей параллельных вычислений для систем такого масштаба. 

Еще одной важной тенденцией в области высокопроизводительной вы-

числительной техники является возрастающее преобладание кластерной вы-

числительной архитектуры [122,151]. В рейтинге ТОР500 [188] самых мощ-

ных суперкомпьютеров мира (редакция от 18.06.2019)) семь из первых де-

сяти мест, включая первое и второе, занимают кластеры. В целом суперком-

пьютеры с кластерной архитектурой занимают более 90% списка ТОР500. 

Это связано с тем, что кластеры показывают наилучшее соотношение произ-

водительность/стоимость. Таким образом наиболее важной является разра-

ботка моделей параллельных вычислений для кластерной архитектуры. 

Многие параллельные численные алгоритмы, используемые до сих 

пор, были разработаны для многопроцессорных систем с общей памятью. 

Дизайн таких алгоритмов ориентирован на рост производительности за счет 

увеличения тактовой частоты процессоров. Подобные алгоритмы, как пра-

вило, невозможно адаптировать для эффективного использования экзамас-

штабных систем с кластерной архитектурой [9]. В соответствии с этим необ-

ходимо разрабатывать принципиально новые параллельные алгоритмы для 

достижения экзамасштабного уровня параллелизма на системах с миллио-

нами процессорных ядер [133]. Одним из ключевых требований при проек-

тировании сверхмасштабируемых вычислительных алгоритмов для экзамас-

штабных систем с распределенной памятью является минимизация межпро-

цессорных коммуникаций [37]. Граница масштабируемости параллельного 
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алгоритма при этом становится ключевой характеристикой. Поэтому акту-

альной является задача разработки простых и адекватных моделей парал-

лельных вычислений, позволяющих уже на ранних этапах проектирования 

алгоритма предсказать верхнюю границу его масштабируемости. 

К настоящему моменту разработаны многие десятки моделей парал-

лельных вычислений и продолжают создаваться новые модели. Обзор раз-

личных моделей параллельных вычислений можно найти в работах 

[28,99,104,132,144,170]. По мере развития многопроцессорных систем про-

исходило совершенствование существующих и создание новых моделей па-

раллельных вычислений с целью учесть особенности современных парал-

лельных архитектур. Адекватность моделей достигалась ценой повышения 

сложности их использования, что препятствовало широкому применению 

моделей параллельных вычислений в практике параллельного программиро-

вания. Для уменьшения сложности модели разработчики стали ограничивать 

класс параллельных архитектур, для которого эта модель применима. Так по-

явились модели параллельных вычислений для общей, памяти, для распре-

деленной памяти, для иерархической памяти, для графических ускорителей 

и др. Такой подход в некоторой мере позволил уменьшить сложность моде-

лей, но достичь приемлемого компромисса между простотой, универсально-

стью и адекватностью не удалось. Дальнейшее упрощение моделей парал-

лельных вычислений без ущерба для универсальности и адекватности воз-

можно путем ограничения класса алгоритмов, к которому применима мо-

дель. Таким образом актуальной является задача разработки моделей парал-

лельных вычислений для отдельных классов алгоритмов. 

Одним из важных классов алгоритмов являются итерационные алго-

ритмы с высокой вычислительной сложностью [33,74,75,141]. Такие алго-

ритмы эффективно применяются для решения систем линейных и нелиней-

ных уравнений [66,89], линейных и нелинейных неравенств 
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[35,59,92,123,147,166], декомпозиции многомерных матриц [2], эллиптиче-

ских дифференциальных уравнений в частных производных [1], для решения 

задач математического программирования и оптимизации [1,34,184,185], вы-

пуклой разрешимости [32,73,101,169] и многих других. В силу этого разра-

ботка модели параллельных вычислений, ориентированной на итерационные 

алгоритмы с высокой вычислительной сложностью, является значимой. 

Степень разработанности темы 

Фундаментом моделей параллельных вычислений явились последователь-

ные модели вычислений. Наибольший вклад в их разработку внесли такие 

учены как А. Ахо, Дж. Хопкрофт, Дж. Ульман [7], Дж. Шефердсон [140], 

К. Ельгот, А. Робинсон [49], Дж. Хартманис [76], С. Кук [40]. В результате 

была создана универсальная модель RAM для последовательных вычисле-

ний. На ее основе усилиями ученых С. Фочьюна, Дж. Уилли [57], Л. Гол-

дшлагера [64], Р. Ладнера, М. Фишера [97] была создана первая модель па-

раллельных вычислений PRAM для многопроцессорных систем с общей па-

мятью. В усовершенствование и развитие модели PRAM внесли существен-

ный вклад следующие ученые: К. Мелхорн, Ю. Вишкин [112], П. Гиббонс, 

И. Матиас [62], А. Аггарвал, А. Чандра, М. Снир [5] и другие. С появлением 

многопроцессорных систем с распределенной памятью стало очевидно, что 

модель PRAM не может быть адекватно адаптирована для таких систем. Пер-

вой моделью, соединяющей параллельные алгоритмы и мультипроцессоры с 

распределенной памятью, явилась модель BSP, предложенная Л. Валиантом 

[161]. Модель BSP оказала большое влияние на дальнейшее развитие моде-

лей параллельных вычислений. С развитием вычислительных систем с мас-

совым параллелизмом потребовалось уточнение модели BSP. Одним из 

наиболее важных таких уточнений явилась модель LogP, предложенная 

Д. Куллером, Р. Карпом, Д. Паттерсоном и др. [42]. Коллективом ученых во 
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главе с К. Шаузером была предложена модель LogGP [8], расширяющая мо-

дель LogP путем моделирования передачи длинных сообщений. 

Появление технологии параллельного программирования на основе 

MPI явилось стимулом для дальнейших расширений модели LogP. Наиболее 

важными расширениями явились модель PlogP, разработанная под руковод-

ством У. Гроппа [71], модель LogPQ, разработанная под руководством 

С. Хоригучи [156], и модель LoGPC, предложенная Дж. Кубятовичем и 

А. Агарвалом [95]. К. Камерон и Р. Ге разработали модель lognP [26], учиты-

вающую затраты на работу программного обеспечения промежуточного 

слоя.  

Дальнейшее развитие моделей параллельных вычислений было свя-

зано с появлением многоядерных процессоров, вычислительных грид-си-

стем и гетерогенных кластеров с многоядерными графическими ускорите-

лями. Л. Валиант разработал модель параллельных вычислений 

Multi-BSP [162], расширяющую модель BSP применительно к многоядер-

ным процессорам. Модель HiHCoHP, разработанная Ф. Каппелло, П. Фраи-

ньо, Б. Мансом и А. Розенбергом [31], и модель D-BSP, предложенная Г. Би-

ларди, С. Фантоцци, А. Пьетракаприной и Г. Пуччи, ориентированы на мно-

гоуровневые иерархические сети из вычислительных кластеров. Ж. Боске и 

Л. Пастор опубликовали в [21] модель HLogGP, допускающую наличие в 

кластере вычислительных узлов, имеющих различающиеся процессоры, мо-

дули памяти и сетевые адаптеры. Группой ученых под руководством 

Дж. Жана разработана модель mlognP, являющаяся расширением модели 

lognP [158], ориентированным на вычислительные кластеры с многоядер-

ными процессорами. А. Голдман с коллегами предложили расширение мо-

дели BSP для графических ускорителей, работающих под управлением 

CUDA [12]. 

В ближайшие два года ожидается появление вычислительных систем 

экзафлопсного уровня производительности. Этот фактор стимулировал 
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Т. Стерлинга, Д. Коглера, М. Андерсона и М. Бродовича разработать прото-

тип модели параллельных вычислений SLOWER [150], ориентированной на 

экзамасштабные вычислительные системы. 

Среди российских ученых большой вклад в развитие параллельных 

технологий и вычислительных моделей был сделан в работах В.В. Воево-

дина, Вл.В. Воеводина [172], В.П. Гергеля, Р.Г. Стронгина [173], 

С.А. Лупина, М.А. Посыпкина [182], О.В. Сухорослова [186], И.Н. Конь-

шина [181] и некоторых других. 

Анализ состояния дел в области разработки моделей параллельных вы-

числений показывает, что невозможно разработать адекватную и простую в 

применении универсальную модель, соединяющую все многообразие совре-

менных многопроцессорных архитектур со всем многообразием современ-

ных параллельных алгоритмов. Появление экзамасштабных вычислитель-

ных систем представляет собой беспрецедентный вызов и стимулирует уче-

ных к дальнейшим усилиям по разработке вычислительных моделей, соеди-

няющих определенные классы многопроцессорных архитектур с определен-

ными типами алгоритмов. 

Цель и задачи исследования 

Цель диссертационной работы состояла в разработке и исследовании новой 

модели параллельных вычислений для итерационных алгоритмов примени-

тельно к многопроцессорным системам с распределенной памятью, позволя-

ющей предсказывать границу масштабируемости алгоритма на ранних ста-

диях его проектирования, и построении на ее основе параллельного каркаса 

для кластерных вычислительных систем экзафлопсного уровня производи-

тельности. Для достижения этой цели необходимо было решить следующие 

задачи. 

1. Разработать модель параллельных вычислений. 
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2. Создать на языке C++ параллельный каркас, основанный на разрабо-

танной модели. 

3. Выполнить проектирование и реализацию визуального конструктора 

программ на языке C++ в соответствии с разработанными моделью и 

параллельным каркасом. 

4. Провести вычислительные эксперименты для верификации предло-

женной модели и разработанного программного обеспечения. 
 

Научная новизна 

Новизна работы заключается в том, что впервые разработана адекватная и 

простая в использовании модель параллельных вычислений для многопро-

цессорных систем с распределенной памятью, позволяющая предсказать гра-

ницу масштабируемости для итерационных вычислительно сложных алго-

ритмов на ранней стадии их проектирования. 

Теоретическая и практическая значимость работы 

Теоретическая значимость работы состоит в том, что разработанная модель 

параллельных вычислений BSF включает в себя стоимостную метрику, поз-

воляющую аналитически с достаточной точностью оценить границу масшта-

бируемости вычислительно сложного итерационного алгоритма, ориентиро-

ванного на экзамасштабные вычислительные системы. Практическая значи-

мость работы состоит в разработке компилируемого программного шаблона 

и визуального конструктора программ, позволяющих для BSF-алгоритма 

быстро создать правильно работающую параллельную реализацию на языке 

C++ с использованием библиотек MPI и OpenMP. 

Методология и методы исследования 

Методологической основой диссертационного исследования являются тео-

рия множеств, формализм Бёрда-Миртенса, математический анализ. Для 
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описания алгоритмов использовались функции высшего порядка и операции 

над списками. При разработке параллельного каркаса и конструктора прило-

жений применялись методы объектно-ориентированного проектирования и 

язык UML. Для организации параллельных вычислений использовались 

схема программирования SPMD, фреймворк «мастер-рабочие», библиотеки 

MPI и OpenMP. 

Положения, выносимые на защиту 

На защиту выносятся следующие новые научные результаты: 

1. Разработана модель параллельных вычислений BSF, ориентированная 

на вычислительно сложные итерационные алгоритмы для кластерных 

вычислительных систем, позволяющая предсказать границу масшта-

бируемости алгоритма на ранних стадиях его проектирования. 

2. Разработан компилируемый BSF-каркас на языке C++ с использова-

нием библиотек параллельного программирования MPI и OpenMP, 

инкапсулирующий все аспекты, связанные с параллелизмом, и позво-

ляющий быстро создавать параллельные реализации алгоритмов, 

представленных в виде операций над списками. 

3. Выполнены проектирование и реализация визуального конструктора 

программ BSF-Studio, позволяющего автоматизировать процесс со-

здания BSF-программ на языке C++. 

4. С использованием BSF-каркаса созданы BSF-программы для извест-

ных численных итерационных алгоритмов, на базе которых выпол-

нена верификация BSF-модели. 
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Степень достоверности результатов 

Утверждение, связанное с оценкой границы масштабируемости алгоритма, 

сформулировано в виде теоремы, снабженной строгим доказательством. Тео-

ретические построения подтверждены имитационным моделированием на 

кластерной вычислительной системе. Верификация модели BSF и соответ-

ствующего параллельного каркаса были выполнены на известных итераци-

онных численных алгоритмах из различных областей вычислительной мате-

матики и физики. 

Апробация результатов исследования 

Основные положения диссертационной работы, разработанные модели, ме-

тоды, алгоритмы и результаты вычислительных экспериментов докладыва-

лись автором на следующих международных научных конференциях и семи-

нарах: 

1. 2018 Global Smart Industry Conference (GloSIC 2018). Chelyabinsk, No-

vember 13-15, 2018. URL: https://glosic.susu.ru. 

2. XIII международная конференция «Параллельные вычислительные 

технологии» (ПаВТ'2019). Калининград, 2-4 апреля 2019 г.  

URL: http://agora.guru.ru/pavt2019. 

3. XII международная конференция «Параллельные вычислительные 

технологии» (ПаВТ'2018). Ростов-на-Дону, 1-5 апреля 2018 г. 

URL: http://agora.guru.ru/pavt2019. 

4. 3rd Ural Workshop on Parallel, Distributed, and Cloud Computing for 

Young Scientists (Ural-PDC 2017). Yekaterinburg, October 19, 2017. 

URL: https://ural-pdc.org/2017. 
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Публикации соискателя по теме диссертации 

Основные результаты диссертации опубликованы в следующих научных ра-

ботах. 

Статьи в изданиях, рекомендованных ВАК 

1. Ежова, Н.А. Исследование масштабируемости итерационных алго-

ритмов при суперкомпьютерном моделировании физических процес-

сов / Н.А. Ежова, Л.Б. Соколинский // Вычислительные методы и про-

граммирование: новые вычислительные технологии. –2018. –T. 19, № 

4. –C. 416–430. 

2. Ежова, Н.А. Модель параллельных вычислений для многопроцессор-

ных систем с распределенной памятью / Н.А. Ежова, Л.Б. Соколин-

ский // Вестник ЮУрГУ. Серия: Вычислительная математика и ин-

форматика. -2018. –Т. 7, № 2. –С. 32-49. 

3. Ежова, Н.А. Модель параллельных вычислений BSF-MR / 

Н.А. Ежова, Л.Б. Соколинский // Системы управления и информаци-

онные технологии. –2019. № 3(77). –C. 15–21. 

4. Ежова, Н.А. Обзор моделей параллельных вычислений / Н.А. Ежова, 

Л.Б. Соколинский // Вестник ЮУрГУ. Серия: Вычислительная мате-

матика и информатика. –2019. –Т. 8, № 3. –С. 58-91. 

5. Ежова, Н.А. Программная поддержка модели BSF / Н.А. Ежова, 

Л.Б. Соколинский // Вестник ЮУрГУ. Серия: Вычислительная мате-

матика и информатика. –2019. –Т. 8, № 4. 
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Статьи в изданиях, индексируемых в SCOPUS и Web of Science 

6. Ezhova, N.A. Scalability Evaluation of Iterative Algorithms Used for Su-

percomputer Simulation of Physical processes / N.A. Ezhova, L.B. Soko-

linsky // Proceedings - 2018 Global Smart Industry Conference,  

GloSIC 2018. –IEEE, 2018. –10 p. DOI: 10.1109/GloSIC.2018.8570131. 

7. Ezhova, N. Verification of BSF Parallel Computational Model / N. Ezhova 

// Proceedings of the 3rd Ural Workshop on Parallel, Distributed, and 

Cloud Computing for Young Scientists. CEUR Workshop Proceed-

ings. -2017. -Vol. 1990. P. 30–39. URL: http://ceur-ws.org/Vol-1990/pa-

per-04.pdf. 

В работах 1–6 научному руководителю Л.Б. Соколинскому принадлежит по-

становка задачи, Н.А. Ежовой – все полученные результаты. 

Структура и объем работы 

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения и библиогра-

фии. Объем диссертации составляет 137 страниц, объем библиогра-

фии – 195 наименований. 

Содержание работы 

В первой главе, «Модели параллельных вычислений», рассматривается 

понятие модели параллельных вычислений, дается классификация различ-

ных моделей и формулируются требования к модели параллельных вычис-

лений. Особое внимание уделяется формализму Бёрда-Миртенса, являюще-

муся теоретическим базисом для построения параллельных каркасов. Дается 

обзор известных моделей параллельных вычислений и параллельных карка-

сов. 

Во второй главе, «Модель параллельных вычислений BSF», опи-

сывается новая модель параллельных вычислений BSF (Bulk Synchronous 
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Farm) – блочно-синхронная ферма, ориентированная на многопроцессорные 

системы с кластерной архитектурой и предназначенная для разработки ите-

рационных численных алгоритмов с высокой вычислительной сложностью. 

Приводятся базисные концепции, лежащие в основе модели BSF. Описыва-

ются архитектура BSF-компьютера и структура BSF-алгоритма. Вводится 

стоимостная метрика, формулируется и доказывается теорема о границе мас-

штабируемости BSF-алгоритма. 

В третьей главе, «Программная поддержка модели BSF», описыва-

ются структура параллельного BSF-каркаса на языке C++ и визуальный кон-

структор BSF-Studio, которые можно использовать для быстрого создания 

BSF-программ. 

В четвертой главе, «Верификация модели BSF», представлены ре-

зультаты по верификации модели BSF тремя различными способами. Пер-

вый способ заключается в имитационном моделировании работы вычисли-

тельно-сложного итерационного алгоритма на кластерной вычислительной 

системе с использованием библиотеки MPI. Второй способ заключается в 

проверке адекватности модели BSF на основе итерационного алгоритма 

Якоби для систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Третий спо-

соб состоит в исследовании адекватности модели BSF путем ее применения 

для решения гравитационной задачи. 

В заключении в краткой форме излагаются итоги выполненного дис-

сертационного исследования, представляются отличия диссертационной ра-

боты от ранее выполненных родственных работ других авторов, даются ре-

комендации по использованию полученных результатов и рассматриваются 

перспективы дальнейшего развития темы. 
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ГЛАВА 1. МОДЕЛИ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

В данной главе рассматривается понятие модели параллельных вычислений, 

дается классификация различных моделей и формулируются требования к 

модели параллельных вычислений. Особое внимание уделяется формализму 

Бёрда-Миртенса, являющемуся теоретическим базисом для построения па-

раллельных каркасов. Дается обзор известных моделей параллельных вычис-

лений и параллельных каркасов. 

1.1. Определение и классификация 

Модель вычислений представляет собой упрощенное, абстрактное описание 

компьютера. Модель параллельных вычислений – это фреймворк (система 

правил и ограничений) для описания и анализа параллельных алгоритмов и 

программ. Термин «параллельный» подразумевает, что некоторые шаги ал-

горитма (операторы программы) специфицируются как независимые и могут 

выполняться параллельно. Проектировщики новых компьютеров, разработ-

чики алгоритмов и программисты могут использовать модель вычислений 

для оценки своей работы, включая соответствие архитектуры компьютера 

различным приложениям, вычислительную сложность алгоритма и прогно-

зируемое быстродействие программы на различных вычислительных систе-

мах. Хорошая модель вычислений облегчает работу разработчиков компью-

теров, алгоритмов и программ тем, что позволяет адекватно отобразить вы-

бираемое решение на реальные компьютеры [170]. Подобную модель вычис-

лений в литературе называют «соединяющей моделью (bridging model)» 

[161]. Универсальная соединяющая модель (см. рис. 1 a) может быть приме-

нима к любым алгоритмам и любым компьютерам. Такой универсальной со-

единяющей моделью вычислений для последовательных компьютеров и ал-

горитмов явились архитектура фон Неймана [28] и модель RAM (Random  
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Рис. 1. Модели, соединяющие алгоритмы и компьютеры. 

Access Machine) [7,40,49,76,140]. При появлении параллельных компьюте-

ров были сделаны многочисленные попытки построить такую же универ-

сальную соединяющую модель для параллельных алгоритмов [144], однако 

эти попытки потерпели неудачу. Это объясняется, главным образом, боль-

шим разнообразием многопроцессорных архитектур, появляющихся и раз-

вивающихся в настоящее время в погоне за повышением производительно-

сти. 

В этих условиях создание простой, адекватной и универсальной мо-

дели параллельных вычислений является практически неразрешимой зада-

чей. Для преодоления возникших трудностей был применен подход, схема-

тично изображенный на рис. 1 b, в соответствии с которым многопроцессор-

ные архитектуры были разделены на три класса: архитектуры с общей  
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Рис. 2. Классификация моделей параллельных вычислений. 

памятью, архитектуры с распределенной памятью и иерархические много-

процессорные архитектуры [170]. Для каждой из таких архитектур строи-

лись отдельные модели параллельных вычислений, которые, однако, остава-

лись универсальными по отношению к множеству параллельных алгорит-

мов. Подобный подход позволил построить простые и универсальные мо-

дели с высоким уровнем абстракции, такие, как PRAM [57], BSP [161], 

LogP [42]. В целях адаптации таких моделей ко все более усложняющимся 

архитектурам многопроцессорных систем были предприняты многочислен-

ные попытки их уточнения и расширения, что привело к появлению адекват-

ных, но сложных для практического применения моделей параллельных вы-

числений (см., например, [15,102,127,130,131,168]). Исправить ситуацию в 

определенной мере позволяет подход, предполагающий разбиение всего 

множества алгоритмов по типам (см. рис. 1 с). Примерами различных типов 

алгоритмов могут быть итерационные численные алгоритмы, алгоритмы на 

графах, алгоритмы обработки больших данных и так далее. Для каждой пары 

(тип алгоритма, класс архитектуры) строится своя модель параллельных вы-

числений. Подобный подход позволяет достичь приемлемого компромисса 

между точностью оценок и простотой использования. В качестве примера 
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можно привести модель параллельных вычислений BSF [174,175], ориенти-

рованную на итерационные алгоритмы с высокой вычислительной сложно-

стью и большие многопроцессорные системы кластерного типа. 

В диссертации используется классификация моделей, изображенная 

на рис. 2. Все модели параллельных вычислений делятся на два класса: мо-

дели для многопроцессорных систем с общей памятью и модели для много-

процессорных систем с распределенной памятью. Каждый из этих классов, в 

свою очередь, делится на два подкласса: одноуровневые модели и много-

уровневые модели. 

Модели параллельных вычислений с общей памятью ориентированы на мно-

гопроцессорные архитектуры класса SMP и отчасти класса NUMA. Архитек-

тура SMP (Symmetric MultiProcessor) – объединяет в себе симметричные 

мультипроцессоры, являющиеся наиболее распространенным подклассом 

многопроцессорных систем с общей памятью [36,191]. Отличительными 

особенностями SMP систем является то, что все процессоры, входящие в си-

стему, являются одинаковыми, и каждый процессор имеет одно и то же 

время доступа к любой ячейке оперативной памяти. Наиболее популярными 

представителями класса SMP являются современные серверные системы, по-

строенные на многоядерных процессорах [116]. Многопроцессорные си-

стемы с архитектурой NUMA (Non-Uniform Memory Access) [14] также 

имеют общую оперативную память, но в отличие от SMP время доступа про-

цессора к различным ячейкам памяти может существенно различаться. В 

настоящее время многопроцессорные системы класса NUMA практически 

исчезли с рынка. 

Модели параллельных вычислений с распределенной памятью ориенти-

рованы на массово-параллельные [145] и кластерные архитектуры [122]. В 

простейшем случае многопроцессорная система с распределенной памятью 

представляет собой совокупность однопроцессорных серверов, объединен-

ных высокоскоростной соединительной сетью. Именно такую структуру 
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имели первые кластеры класса «беовульф» [190]. Однако, современные кла-

стерные вычислительные системы имеют существенно более сложную 

структуру, включающую в себя SMP-узлы, внутри которых наряду с цен-

тральными многоядерными процессорами могут быть установлены допол-

нительные многоядерные ускорители, например, графические процессорные 

устройства (ГПУ) [117]. В этом случае может быть применено двухуровневое 

моделирование: сначала на уровне SMP-узла используется вычислительная 

модель для общей памяти, а затем на уровне кластерной системы в целом 

используется вычислительная модель для распределенной памяти. 

Модели параллельных вычислений с многоуровневой (иерархической) 

памятью [134,191] ориентированы на современные SMP-системы, в которых 

кроме основной памяти имеются несколько уровней сверхоперативной кэш-

памяти, встраиваемой в процессоры [22,77]. Сюда же можно отнести и новый 

вид быстрой энергонезависимой памяти Intel Optane на базе технологии 3D 

XPoint [164], занимающей промежуточное положение между оперативной 

памятью и накопителями класса SSD. В общем случае модель многопроцес-

сорной архитектуры с многоуровневой (иерархической) памятью можно 

определить, как однородную систему, включающую в себя несколько уров-

ней памяти с различным временем доступа. При этом определенные уровни 

памяти могут быть приватными для отдельных процессоров или их групп (в 

случае многоядерных сокетов под процессором понимается отдельное про-

цессорное ядро). Модели параллельных вычислений для систем с много-

уровневой памятью являются наиболее адекватными для приложений с ин-

тенсивным обменом данными между различными уровнями иерархической 

памяти. В качестве целевых аппаратных платформ для таких моделей часто 

фигурируют многоядерные кластеры с ГПУ, используемыми как ускори-

тели, для которых характерно гибридное программирование с одновремен-

ным использованием технологий параллельных вычислений CUDA, OpenMP 

и MPI [165]. 
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1.2. Требования к модели параллельных вычислении 

Модель параллельных вычислений в общем случае должна включать в себя 

следующие пять компонентов, некоторые из которых в определенных слу-

чаях могут быть тривиальны [16]: архитектурный компонент, описываемый 

как помеченный граф, узлы которого соответствуют модулям с различной 

функциональностью, а дуги – межмодульным соединениям для передачи 

данных; спецификационный компонент, определяющий, что есть (синтакси-

чески) корректный алгоритм/программа; компонент выполнения, задающий 

последовательность состояний архитектурных модулей, обеспечивающих 

корректное выполнение алгоритма/программы для определенных входных 

данных; распараллеливающий компонент, определяющий способы распре-

деления вычислений, синхронизации и обмена данными между процессор-

ными модулями, работающими независимо (параллельно); стоимостный 

компонент, определяющий одну или несколько метрик, позволяющих пред-

сказать параметры выполнения алгоритма/программы (время выполнения, 

объем необходимой оперативной памяти и др.) в каждом конкретном случае. 

В ранней работе Скилликорна [143] к модели параллельных вычисле-

ний предъявляются следующие требования: архитектурная независимость, 

согласованность, дескриптивная простота. Архитектурная независимость 

модели означает, что модель применима к широкому классу многопроцес-

сорных архитектур. Программа, написанная согласно модели, не должна тре-

бовать переписывания при портировании на другую архитектуру, необхо-

дима только перекомпиляция. Согласованность предполагает, что время, 

предсказываемое стоимостными метриками модели для данной архитек-

туры, должно (асимптотически) соответствовать реальному времени выпол-

нения программы. Дескриптивная простота предполагает, что модель аб-

страгируется от низкоуровневых механизмов параллельной обработки, меж-

процессорных коммуникаций и синхронизации процессов, что обеспечивает 

легкость ее применения при практическом программировании. 



24 

В качестве наиболее важных свойств модели параллельных вычисле-

ний в современной литературе выделяют следующие [17,69]. 

 Юзабилити, определяющая легкость описания и анализа стоимости 

алгоритма средствами модели (модель должна быть легкой в исполь-

зовании). 

 Переносимость, характеризующая широту класса целевых платформ, 

для которых модель оказывается применимой. 

 Предиктивность, выражающаяся в возможности с помощью стои-

мостных метрик модели предсказать временные характеристики вы-

полнения алгоритмов/программ на целевой вычислительной системе. 

Основными временными характеристиками являются следующие: 

реальное (астрономическое) время выполнения программы; 

1) абстрактное время выполнения программы, позволяющее предска-

зать, какая из двух программ будет выполняться быстрее; 

2) масштабируемость алгоритма/программы, определяющая макси-

мальное количество вычислительных модулей в многопроцессорной 

системе, после которого прирост ускорения становится нулевым или 

отрицательным. 

1.3. Обзор моделей параллельных вычислений 

1.3.1. Одноуровневые модели с общей памятью 

Одноуровневые модели с общей памятью являются наиболее ранними па-

раллельными вычислительными моделями в историческом плане. Они ори-

ентированы на симметричные мультипроцессорные системы, однако не учи-

тывают иерархическую организацию памяти современных компьютеров. 

Модель параллельных вычислений PRAM (Parallel Random Access 

Machine)  [85] предполагает, что все процессоры работают синхронно под  
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Рис. 3. PRAM-компьютер. 

управлением одного тактового генератора и имеют произвольный доступ к 

общему адресному пространству оперативной памяти. Каждый процессор 

может выполнить арифметическую операцию, логическую операцию или 

операцию доступа к памяти за один машинный такт. Модель PRAM появи-

лась в конце 1970-х годов как естественное расширение модели RAM 

(Random Access Machine) и была описана сразу в нескольких работах, среди 

которых можно выделить [57,64,97]. Модель PRAM получила широкое рас-

пространение и интенсивно использовалась при проектировании алгоритмов 

[84]. 

PRAM-компьютер (см. рис. 3) состоит из K  процессоров, соединенных 

с общей памятью неограниченного размера. Каждый процессор имеет свой 

уникальный номер. Предполагается, что доступ к любой ячейке памяти про-

исходит за один машинный такт. В общем случае каждый процессор может 

выполнять свою собственную программу, однако на практике большинство 

PRAM-алгоритмов реализуются по схеме SPMD (Single Program Multiple 

Data) [44,45], предполагающей, что все процессоры выполняют одну и ту же 

программу. На каждом машинном такте конкретный процессор может нахо-

диться либо в состоянии простоя, либо в активном состоянии. При этом все 

процессоры, находящиеся в активном состоянии, выполняют одну и ту же 

команду, но над разными данными. 

Различают следующие три варианта модели PRAM в зависимости от 

политики разрешения конфликтов при параллельном доступе нескольких 

процессоров к одной и той же ячейке памяти в течении одного такта. 

P1 P2 . . . 
 

PK 

Память с произвольным  
доступом 
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 EREW (Exclusive Read Exclusive Write) PRAM модель запрещает па-

раллельный доступ к ячейке памяти и по чтению, и по записи. 

 CREW (Concurrent Read Exclusive Write) PRAM модель разрешает па-

раллельные чтения значения из ячейки, но запрещает параллельную 

запись в одну и ту же ячейку памяти. 

 CRCW (Concurrent Read Concurrent Write) PRAM модель разрешает 

параллельный доступ к ячейке памяти как по чтению, так и по записи. 

Указанные варианты модели PRAM характеризуются значительными разли-

чиями по времени выполнения параллельных алгоритмов. Рассмотрим сле-

дующую задачу: определить, являются ли все элементы двоичного массива 

[1 ]M n  нулями. Результатом вычислений в этом случае должно быть зна-

чение переменной A , являющееся результатом выполнения логической опе-

рации «ИЛИ» для всех элементов массива M . Параллельный CRCW PRAM 

алгоритм может решить эту задачу на n  процессорах следующим образом. 

Первоначально переменной A  присваивается значение 1. Затем все процес-

соры параллельно тестируют по одному элементу массива таким образом, 

чтобы индекс элемента совпадал с номером процессора. Если процессор об-

наруживает в соответствующей ячейке значение 1, то он присваивает пере-

менной A  значение 0. Очевидно, что описанный CRCW PRAM алгоритм 

корректно решит поставленную задачу на n  процессорах за (1)O  машинных 

тактов. В то же время, CREW PRAM алгоритм в общем случае потребует для 

решения этой задачи (log )n  машинных тактов независимо от количества 

используемых процессоров [41]. С другой стороны, p-процессорная CREW 

PRAM модель может быть эмулирована с помощью p-процессорной EREW 

PRAM модели с замедлением не более, чем в (log )O n  раз [88]. 
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Рис. 4. Параллельное суммирующий элементов массива. 

В теоретическом аспекте проектирование PRAM-алгоритма состоит в 

разработке стратегии, позволяющей достигнуть максимального уровня па-

раллелизма, при котором задача решается за минимальное количество парал-

лельных шагов, используя разумное количество процессоров. В рамках мо-

дели PRAM задача считается хорошо распараллеливаемой, если она может 

быть решена за ((log ) )mO n  параллельных шагов при некотором фиксирован-

ном m  с использованием полиномиального количества процессоров. Дан-

ный класс задач получил название NC и был формально введен в работах 

[124,125] применительно к логическим схемам. 

Для описания PRAM-алгоритмов удобно использовать фреймворк WT 

(Work–Time). В соответствии с WT-фреймворком PRAM-алгоритм представ-

ляется в виде последовательности шагов, каждый из которых представлен 

оператором одного из двух классов: последовательные операторы и парал-

лельные операторы. Параллельные операторы специфицируются путем ис-

пользования конструкций pardo и for all. 

В качестве примера рассмотрим алгоритм PRAM SUM, суммирующий 

элементы числового массива [1.. ]A n , где 2ln   при некотором целом 0l  . 

Схема работы алгоритма PRAM SUM представлена на рис. 4. PRAM-алго-

ритм организуется как сбалансированное бинарное дерево, листьям которого 

соответствуют элементы массива A , а в качестве внутренних узлов  

 

A[1] A[2] A[3] A[4] A[5] A[6] A[7] A[8]

+ + + + 

+ + 

+ 
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Алгоритм 1 PRAM SUM – параллельное суммирование 
Input: Числовой массив [1.. ]A n  размера 2ln   в оперативной па-
мяти. 
Output: Сумма элементов массива A. 
begin 
   d = n 
   for j = 1 to l 
      d = d/2 
      for all 1 ≤ i ≤ d pardo 
         A[i] = A[2i-1] + A[2i] 
      end for 
   end for 
   return A[1] 
end 

Рис. 5. Алгоритм PRAM SUM, суммирующий элементы массива. 

фигурируют операции суммирования значений, представленных дочерними 

узлами. Алгоритм PRAM SUM выполняет вычисления снизу-вверх, осу-

ществляя суммирование на каждом уровне за один параллельный шаг. При 

этом в контексте рис. 4, на первом уровне задействуется четыре процессора, 

на втором – два, и на третьем – один. WT-реализация алгоритма PRAM SUM 

приведена рис. 5. Из этой реализации видно, что решение состоит из k  па-

раллельных шагов. Учитывая, что 2ln  , отсюда получаем logl n . Следо-

вательно, вычислительная сложность алгоритма составляет (log )O n  машин-

ных тактов. При этом задействуется / 2n  процессоров. Таким образом, за-

дача суммирования элементов массива принадлежит классу NC и является 

хорошо распараллеливаемой в рамках модели PRAM. Очевидно, что грани-

цей масштабируемости алгоритма PRAM SUM является / 2K n . 

Отметим, что в общем случае временная сложность алгоритма в мо-

дели PRAM зависит от деталей его реализации, и в этом плане модель PRAM 

является низкоуровневой. Основным недостатком модели PRAM является 

то, что она не применима к многопроцессорным системам с распределенной 

памятью, так как не учитывает расходы на межпроцессорные коммуникации. 

Модель PRAM позволяет строить чрезвычайно эффективные парал-

лельные алгоритмы. Однако это достигается ценой следующих серьезных 
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ограничений: все процессоры работают синхронно и межпроцессорные ком-

муникации выполняются мгновенно. На практике во многих случаях модель 

PRAM оказывается неадекватной [146]. В соответствии с этим был предло-

жен ряд расширений и улучшений модели PRAM, которые более соответ-

ствуют реальным параллельным архитектурам. Параллельные операции чте-

ния и записи в память, допускаемые моделью PRAM, на реальных компью-

терах могут приводить к конфликтам доступа к ячейкам памяти. Для предот-

вращения массовых конфликтов доступа к памяти в работе [112] была пред-

ложена модель модульно-параллельного компьютера (Module Parallel 

Computer), в соответствии с которой общее адресное пространство делится 

на m  модулей. Каждый модуль допускает только одно обращение в течении 

одного машинного такта. Указанная модель в определенной степени решает 

проблему конфликтов доступа к памяти, однако она игнорирует аспекты, 

связанные с пропускной способностью системной шины или соединитель-

ной сети. Другое, более реалистичное расширение модели PRAM, получив-

шее название QRQW PRAM (Queue-Read Queue-Write PRAM), было пред-

ложено в [63]. Для разрешения конфликтов доступа к памяти в модели 

QRQW PRAM используются очереди доступа по чтению и записи для каж-

дой ячейки памяти. Время доступа к ячейке памяти прямо пропорционально 

длине соответствующей очереди. Указанный подход был обобщен в модели 

QSM (Queuing Shared Memory) [62], которая была разработана с целью по-

казать, что модель параллельных вычислений с общей памятью может играть 

роль соединяющей модели для параллельных алгоритмов. Для этого была 

выполнена прямая и обратная эмуляция модели QSM средствами BSP и дру-

гих релевантных моделей. 

С развитием архитектур параллельных компьютеров становилось все 

более очевидным, что доступ к нелокальной памяти оказывает серьезное 

влияние на производительность. Этот факт попытались учесть авторы мо-

дели BPRAM (Block Parallel Random Access Machine) [5]. В этой модели в 
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качестве дополнительного параметра вводится латентность и предусматри-

вается блочная передача сообщений между процессорами. При передаче 

блока данных между двумя процессорами на передачу первого машинного 

слова отводится l  тактов, а на передачу остальных машинных слов, входя-

щих в блок, отводится b  тактов на каждое слово, причем b  много меньше l

. Модель PRAM(m) [105] учитывает пропускную способность системной 

шины путем ограничения количества ячеек памяти, одновременно доступ-

ных для параллельных обращений в память. Эта модель базируется на мо-

дели CRCW PRAM с тем отличием, что на каждом такте могут быть выпол-

нены не более m  обращений к памяти. 

Стандартная модель PRAM предполагает, что параллельные процессы 

автоматически синхронизируются на каждом такте без дополнительных вре-

менных затрат. Это допущение не является реалистичным, так как на прак-

тике, с одной стороны, не требуется синхронизировать параллельные про-

цессы на каждом машинном такте, и, с другой стороны, синхронизация про-

цессов требует накладных расходов. Для учета первого фактора модели 

APRAM [39] и Asynchronous PRAM [61] допускают асинхронное выполне-

ние процессов между двумя последовательными точками синхронизации. В 

отличие от этого модель XPRAM [160] предполагает периодическую гло-

бальную синхронизацию асинхронных процессов. Однако, указанные мо-

дели не учитывают накладные расходы, связанные с синхронизацией про-

цессов. 

Модель YPRAM [96] базируется на следующих трех характеристиках 

многопроцессорного компьютера, состоящего из P  процессоров: латент-

ность, пропускная неэффективность и рекурсивная декомпозиция. Под ла-

тентностью ( )P  понимается максимальное время, необходимое для пере-

дачи одного машинного слова между любыми двумя процессорами или 

между процессором и общей памятью. Пропускная неэффективность опре-
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деляется следующим образом. Пусть массив M из N чисел равномерно рас-

пределен между P процессорами. Пусть ( )N  – максимальное время, требу-

емое для перестановки элементов массива M среди всех возможных переста-

новок. Тогда пропускная неэффективность ( )P  вычисляется по формуле 

 
( )

( ) lim .
N

N P
P

N




  (1) 

Рекурсивная декомпозиция подразумевает, что многопроцессорный 

компьютер делится на два субкомпьютера с равным количеством процессо-

ров и равным объемом разделяемой памяти, доступ к которой осуществля-

ется на основе механизма EREW. Каждый субкомпьютер является самосто-

ятельным компьютером и может быть рекурсивно разделен на две части. Для 

субкомпьютера из S  процессоров время, затрачиваемое на M  чтений из па-

мяти, оценивается как 

 ( ) ( ) ,
M

S m S
S

     
 

 (2) 

где m  – максимальное число чтений одного процессора. 

Модель HPRAM (Hierarchical PRAM) [78] рассматривает многопро-

цессорную систему с общей памятью как динамически конфигурируемую 

иерархию синхронных PRAM-подсистем, работающих асинхронно по отно-

шению друг к другу. Иерархия определяет политику синхронизации между 

независимыми PRAM-системами. Помимо инструкций, присущих классиче-

ской модели PRAM, HPRAM включает в себя специальную команду partition 

(разбиение), добавляющую в модель управляемый асинхронный паралле-

лизм. Команда partition логически разбивает PRAM-(под)систему из P про-

цессоров на непересекающиеся подмножества и назначает каждому из них 

свой синхронный PRAM-алгоритм. Предусматриваются два варианта 

HPRAM-системы: private HPRAM и shared HPRAM. В private HPRAM ко-

манда partition разбивает память на непересекающиеся сегменты пропорци-

онально размерам создаваемых PRAM-подсистем таким образом, что каждая 
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PRAM-подсистема имеет свое собственное адресное пространство, недо-

ступное для других PRAM-подсистем. В отличие от этого в shared HPRAM 

весь объем памяти остается в равной мере доступным для каждой создавае-

мой PRAM-подсистемы. HPRAM-алгоритм представляет собой совокуп-

ность PRAM-алгоритмов, организованных в иерархию. Каждая точка в 

иерархии ассоциируется с соответствующей командой partition. Благодаря 

введению иерархического разделения общей памяти, модели YPRAM и 

HPRAM в определенной мере позволяют абстрагироваться от низкоуровне-

вых механизмов параллельной обработки, межпроцессорных коммуникаций 

и синхронизации процессов, и в этом плане частично удовлетворяют требо-

ваниям Скилликорна к моделям параллельных вычислений [143], однако это 

достигается существенным усложнением стоимостных метрик. 

В статье [54] предлагается модель PRAM-NUMA, являющаяся расши-

рением модели PRAM на многопроцессорные системы с распределенной па-

мятью, работающие в режиме эмуляция общей памяти [55,128]. Подобные 

многопроцессорные архитектуры получили название NUMA (Non-Uniform 

Memory Access) [122]. В отличие от модели PRAM, модель PRAM-NUMA 

вводит новую метрику, задающую дистанцию (относительное расстояние) 

между процессорами. PRAM-NUMA-компьютер включает в себя следую-

щие компоненты (см. рис. 6): T  процессоров, разбитых на p  групп по PT  

процессоров; общедоступная глобальная разделяемая память; p  модулей ло-

кальной памяти; соединительная сеть, способная определять дистанцию 

между процессорными группами. 

Каждый процессор соединен с глобальной разделяемой памятью, и 

каждая процессорная группа соединена со своим собственным модулем ло-

кальной памяти. Соединительная сеть обеспечивает доступ процессоров од-

ной группы к локальной памяти остальных групп, при этом латентность  
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Рис. 6. PRAM-NUMA компьютер (P – процессор, L – локальная память). 

маршрутизации прямо пропорциональна дистанции между процессором и 

модулем памяти, к которому он обращается. Пропускная способность кана-

лов, соединяющих группу процессоров с общей и локальной памятью, явля-

ется одинаковой. Каждый процессор может находиться либо в PRAM ре-

жиме, либо в NUMA режиме. В одной группе процессоров два или более 

процессора могут находиться в NUMA режиме. В этом случае они выпол-

няют один поток команд над различными данными. Следует отметить, что 

NUMA-режим требует использования специального языка программирова-

ния «E» [53], сложного в использовании. В работе [56] предложено некото-

рое расширение модели PRAM-NUMA путем введения понятия «толстых» 

потоков управления, представляющих собой совокупность нитей управле-

ния, количество которых может меняться в ходе выполнения программы. Все 

нити одного «толстого» потока работают по схеме SIMD. Модель PRAM-

NUMA ориентирована на многоядерные процессоры с нестандартной архи-

тектурой и не может применяться для большинства современных многопро-

цессорных систем, поставляемых на рынке высокопроизводительной вычис-

лительной техники. 
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1.3.2. Многоуровневые модели с общей памятью 

Многоуровневые модели с общей памятью ориентированы на однородные 

многопроцессорные системы, в которых память делится на уровни с разным 

временем доступа [170]. Указанный класс моделей предназначен для более 

точной и реалистичной оценки времени доступа к памяти, организованной в 

виде иерархии уровней с монотонно возрастающими объемом памяти и вре-

менем доступа на каждом следующем уровне. Такие модели наиболее под-

ходят для задач, связанных с перемещением больших объемов данных между 

различными уровнями иерархической памяти. В большинстве случаев мо-

дели этого класса вводят дополнительное множество измеряемых системных 

параметров, которые используются затем в качестве параметров стоимост-

ных функций для повышения точности получаемых оценок. 

Одной из первых последовательных моделей с многоуровневой памя-

тью была модель HMM (Hierarchical Memory Model) [4]. HMM-компьютер 

содержит неограниченное количество регистров 1 2 3, , ,R R R , каждый из ко-

торых может содержать целое число (или значение другого типа в зависимо-

сти от задачи). Операции выполняются так же как в модели RAM [7], за ис-

ключением того, что доступ к регистру iR  требует log i    единиц времени, в 

то время как выполнение любой операции занимает одну единицу времени. 

Очевидно, что P-сложная задача, выполняемая на RAM-компьютере за время 

( )T n , может быть выполнена на HMM-компьютере за время ( ( )log )O T n n . 

Модель BT (Hierarchical Memory with Block Transfer) [6] расширяет 

модель HMM путем введения понятия блока, представляющего собой сово-

купность ячеек памяти с последовательными адресами. Время доступа к 

ячейке памяти с адресом x  определяется как ( )f x . Однако, время доступа к 

блоку ячеек [ , ]x l x  составляет ( )f x l . В качестве функции f  могут фигу-

рировать ( )f x  , ( )f x x  и ( ) logf x x , где   – некоторая константа. 

Арифметические операции, как и в модели RAM, занимают одну единицу 
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времени. В соответствии с этим сложение двух чисел, хранящихся в ячейках 

памяти с адресами x  и y , и сохранение результата в ячейке памяти с адресом 

z  занимает ( ) ( ) 1 ( )f x f y f z    единиц времени на BT-компьютере. 

Еще одной ранней последовательной моделью вычислений для памяти 

с иерархическим доступом является модель LPM (Logarithmic Pipelined 

Model) [103]. Модель LPM предполагает, что доступ к m  последовательным 

ячейкам памяти занимает logm  единиц времени. Это предположение согла-

суется с технологией VLSI (Very Large Scale Integration) [111], предназначен-

ной для создания проблемно-ориентированных сверхбольших микросхем, 

включающих в себя ЦПУ, ПЗУ и ОЗУ. Логические вентили, с помощью ко-

торых осуществляется доступ к ячейкам памяти в VLSI системах, организу-

ются обычно в виде древовидной структуры. В соответствии с этим доступ к 

m  последовательным ячейкам памяти не может быть осуществлен менее, 

чем за logm  шагов. 

Обобщением моделей HMM и BT является последовательная модель 

вычислений UMH (Uniform Memory Hierarchy) [11]. В рамках этой модели 

память представляется в виде иерархии модулей 0 1, ,M M  . Например, 0M  

может представлять регистровую память, 1M  – кэш-память, 2M  – оператив-

ную память и так далее. Каждый модуль памяти uM  характеризуется тремя 

параметрами: , ,u u us n l . Параметр us  обозначает количество ячеек памяти в 

одном блоке; un  – количество блоков в модуле; ul  – количество тактов, не-

обходимых для копирования одного блока из uM  в 1uM   или обратно. Мо-

дель UMH обобщает модели HMM и BT в том смысле, что в модели UMH 

полагается: ,u un s  1u us s  , ( )ul f u  для всех 0,1,u   . Здесь   и   – 

положительные целочисленные константы, ( )f u  – функция, определяющая 

количество тактов, необходимых для копирования одной ячейки памяти из  
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Рис. 7. Параллельная модель иерархической памяти. 

уровня uM  в уровень 1uM  . В качестве функции f  могут фигурировать, 

например, такие функции: ( ) 1f u  , ( )f u u  или ( ) uf u  . В общем случае 

предполагается, что всегда имеет место неравенство ( ) ( 1)f u f u  .  

Параллельные версии описанных многоуровневых моделей с общей памя-

тью легко строятся путем репликации последовательной модели p  раз. Мо-

дели P-HMM и P-BT [163] обобщают для параллельного случая модели 

HMM и BT соответственно. Параллельная модель с иерархической памятью 

строится как совокупность HMM или BT-компьютеров, объединенных со-

единительной сетью (см. рис. 7). При этом предполагается, что обмен дан-

ными по соединительной сети происходит через память уровня 0. Пропуск-

ная способность соединительной сети полагается такой, что сортировка мас-

сива, распределенного по модулям памяти уровня 0, выполняется за время 

(log )O P , где P  – количество процессоров в параллельной машине. Отметим, 

что в рамках современных представлений указанная модель является адек-

ватной, если уровни 1,2, представляют внешнюю память. 

Модель UPMH (Uniform Parallel Memory Hierarchy) [11] является па-

раллельной версией модели UMH. UPMH-компьютер строится как совокуп-

ность UMH-машин, объединенных древовидной соединительной сетью. При 

этом для передачи сообщений используется память последнего уровня (са-

мая медленная память). 

Уровень 0 
Уровень 1 
Уровень 2 
Уровень 3 

ЦПУ ЦПУ 

Соединительная сеть 

ЦПУ 
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1.3.3. Одноуровневые модели с распределенной памятью 

Модели параллельных вычислений с распределенной памятью предпола-

гают, что многопроцессорная вычислительная система строится как сово-

купность процессорных узлов, соединенных высокоскоростной коммуника-

ционной сетью, обеспечивающей передачу сообщений от одного процессора 

другому. При этом каждый процессорный узел имеет свою приватную па-

мять, недоступную для других узлов. В этом разделе дается краткое описа-

ние моделей параллельных вычислений BSP, LogP, их модификаций, а также 

некоторых других одноуровневых моделей для многопроцессорных систем 

с распределенной памятью. 

Модель BSP (Bulk-Synchronous Parallelism) была предложена Валиан-

том (Valiant) в работе [161]. Данная модель широко используется при разра-

ботке и анализе параллельных алгоритмов и программ. BSP-компьютер 

представляет собой систему из K процессоров 1, , KP P , имеющих приват-

ную память 1, , KM M , и соединенных сетью, позволяющей передавать дан-

ные от одного процессора другому (см. рис. 8). Для соединительной сети 

вводятся следующие характеристики: g – время, необходимое для передачи 

по сети одного машинного слова; L – время, необходимое для выполнения 

глобальной синхронизации. Мы будем предполагать, что время измеряется в 

машинных тактах. Моделирование передачи сообщений в BSP-компьютере 

реализуется с помощью понятия h-сессии. h-сессия является абстракцией 

произвольной коммуникационной операции, в ходе которой каждый процес-

сор передает не более h машинных слов и получает не более h машинных 

слов. Время на выполнение одной h-сессии в BSP-компьютере не может пре-

вышать .h g  BSP-программа состоит из n потоков команд, каждый из кото-

рых назначается отдельному процессору, и делится на супершаги, которые 

выполняются последовательно относительно друг друга. Каждый супершаг,  
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Рис. 8. BSP-компьютер. 

 

Рис. 9. Вычислительный процесс BSP. 

в свою очередь, включает в себя следующие четыре последовательных шага: 

1) вычисления на каждом процессоре с использованием только локальных 

данных; 2) глобальная барьерная синхронизация; 3) пересылка данных от 

любого процессора любым другим процессорам путем выполнения одной h-

сессии; 4) глобальная барьерная синхронизация. Переданные данные стано-

вятся доступными для использования только после барьерной синхрониза-

ции. Пример BSP-программы из двух супершагов приведен на рис. 9. Жир-

ными линиями обозначены локальные вычисления, тонкими линями со 

стрелками – пересылка данных. 

Стоимостная функция в модели BSP строится следующим обра-

зом [68,154]. Пусть BSP-программа состоит из S супершагов. Предположим, 

что каждый процессор на i-том супершаге выполняет максимум iw  тактов в 

ходе локальных вычислений. Тогда общее время it , затрачиваемое системой 

на выполнение i-того супершага, вычисляется по формуле 

    .i it w h g L     (3) 

Время T  выполнения всей программы определяется по формуле 

     ,T W h g S L S       (4) 

где 
1

S

ii
W w


 . Значения W и S, как правило, зависят от количества процес-

соров K и от размера задачи. 

. . . PK P1 

M1 MK 
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При проектировании BSP-программы значения K, g и L рассматрива-

ются как конфигурационные параметры многопроцессорной системы. Эф-

фективный BSP-алгоритм должен минимизировать количество локальных 

вычислений, объем передаваемых данных и число глобальных синхрониза-

ций при некоторых реалистичных значениях указанных параметров. Основ-

ными принципами разработки BSP-программ являются следующие. 

 Балансировка загрузки процессоров, позволяющая сократить макси-

мальное время локальных вычислений. 

 Локальность данных, позволяющая сократить затраты на коммуника-

ции. 

 Крупнозернистый параллелизм, позволяющий сократить затраты на 

коммуникации и глобальную синхронизацию. 

Балансировка загрузки процессоров касается и равномерного распре-

деления вычислительной нагрузки, и пропорционального распределения 

данных между процессорами. Принцип локальности данных говорит о том, 

что в локальной памяти процессора необходимо хранить данные, к которым 

этот процессор обращается чаще всего. Крупнозернистый параллелизм под-

разумевает разделение программы на крупные параллельные секции, каждая 

из которых выполняется на отдельном процессоре, содержит значительный 

объем вычислений и не предполагает обменов данными в ходе этих вычис-

лений. Значения параметров g и L для соединительной сети конкретного 

компьютера могут быть получены путем бенчмаркинга (эталонного тестиро-

вания). Методика бенчмаркинга в контексте модели BSP описана в работе 

[20]. Там же можно найти полученные значения параметров для некоторых 

реальных многопроцессорных систем. 

В качестве примера рассмотрим простейший параллельный алгоритм, 

вычисляющий произведение квадратной матрицы A  размера n n  на вектор 

b  размера n . Для решения задачи задействуем 1K n   процессоров: 
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0 1, , , nP P P . Строки матрицы A  распределим по процессорам следующим об-

разом: i-тая строка ia  матрицы A  будет храниться в памяти процессора iP  

( 1, , )i n  . В память каждого процессора также поместим полный вектор b

. Каждый процессор iP  параллельно выполняет умножение своей строки ia  

на вектор b  и получает одно число. Это число пересылается процессору 0P , 

который формирует результирующий вектор. Таким образом, мы имеем 

BSP-алгоритм, состоящий из одного супер-шага. Умножение строки ia  на 

вектор b  состоит из n  операций умножения и 1n   операций сложения. Сле-

довательно, временные затраты на вычисления составят 

( ) ( 1) ( )w O n O n O n    . Коммуникационные затраты составят gn  в пред-

положении, что h n . Суммарные временные затраты, таким образом, со-

ставят ( )O n gn L  . 

В работе [109] предлагается более сложный BSP-алгоритм умножения 

плотной матрицы на вектор, вычислительная сложность которого при K n  

составляет ( )O n g n L  . Основным недостатком модели BSP является то, 

что она предполагает передачу сообщений длиной в одно машинное слово и 

не учитывает тот факт, что передача h  машинных слов в виде одного сооб-

щения может быть более эффективной, чем передача h  сообщений длиной в 

одно машинное слово. 

Модель BSPRAM (Bulk Synchronous Parallel Random Access Ma-

chine), предложенная в работах [110,153], является вариацией моделей BSP 

и PRAM. BSPRAM-компьютер состоит из K  процессоров 1, , KP P , каждый 

из которых имеет свою локальную память 1, , KM M . В дополнение к этому 

имеется общая память, в равной мере доступная всем процессорам 

(см. рис. 10). Процессоры могут выполнять различные потоки команд. Вы-

числительный процесс в модели BSPRAM представляет собой  
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Рис. 10. BSPRAM-компьютер 

 
Рис. 11. Вычислительный процесс BSPRAM 

последовательность супершагов (см. рис. 11). Супершаг включает в себя три 

фазы: «ввод», «счет» и «вывод». На фазе «ввод» процессоры читают данные 

из общей памяти; на фазе «вывод» процессоры пишут данные в общую па-

мять. Процессоры синхронизируются при переходе от текущего супершага к 

следующему; внутри супершага процессоры работают асинхронно. Указан-

ный подход позволяет объединить преимущества моделей BSP и PRAM. 

Модель параллельных вычислений LogP была предложена группой 

авторов в работе [42] как некоторое усовершенствование модели BSP. В ка-

честве критики модели BSP указывались следующие факторы. На каждом 

супершаге количество данных, обрабатываемых одним процессором, 

должно быть примерно равным количеству слов, получаемых в ходе h-сес-

сии, то есть h, что ограничивает зернистость параллелизма снизу. Далее, со-

общения, передаваемые в конце выполнения супершага, не могут быть ис-

пользованы реципиентом до начала следующего супершага. И последнее, 

модель BSP предполагает аппаратную поддержку механизма глобальной 

синхронизации, однако большинство многопроцессорных систем с распре-

деленной памятью не имеют подобных аппаратных средств. 

По аналогии с моделью BSP модель LogP предполагает, что компьютер 

состоит из процессорных модулей с приватной памятью, соединенных ком-

муникационной сетью. Основными стоимостными параметрами модели яв-

ляются следующие. 
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L – (latency) верхняя граница латентности, представляющая собой время, 

необходимое для передачи сообщения длиной в одно машинное слово 

от одного процессорного модуля другому. 

o – (overhead) накладные расходы, представляемые как промежуток вре-

мени, в течение которого процессорный модуль занят приемом или пе-

редачей сообщения; в это время процессорный модуль не может вы-

полнять никакую другую работу. 

g – (gap) задержка, представляющая собой минимальное время между 

двумя последовательными операциями чтения или передачи сообще-

ний, выполняемыми процессорным модулем. 

P – количество процессорных модулей. 

При этом предполагается, что коммуникационная сеть имеет ограни-

ченную пропускную способность, позволяющую каждому процессорному 

модулю получать или посылать одновременно не более /L g    сообщений. 

Если процессорный модуль пытается передать сообщение, перекрывающее 

этот лимит, то он переводится в состояние ожидания до тех пор, пока сооб-

щение можно будет послать, не выходя за границу пропускной способности 

сети. Базовый вариант модели LogP предполагает, что все сообщения имеют 

небольшой размер (одно или небольшое количество машинных слов). Боль-

шие сообщения необходимо фрагментировать. 

Время выполнения алгоритма в модели LogP определяется как макси-

мум временных затрат среди всех процессорных модулей, участвующих в 

вычислениях. Время передачи одного короткого сообщения от одного про-

цессорного модуля другому составляет o L o  . Время доступа к элементу 

данных, располагающемуся в памяти другого процессорного модуля, будет 

равно 2 4L o . Для последовательной передачи n  сообщений между процес-
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сорными модулями 1P  и 2P  может быть организован конвейер, как это пока-

зано на рис. 12. В этом случае передача n  последовательных сообщений зай-

мет время, равное ( 1)n g o L o     [91]. 

Сильной стороной модели LogP является ее простота. Однако, эта про-

стота иногда может приводить к недостаточно точному предсказательному 

моделированию производительности алгоритмов и программ. Очевидным 

недостатком модели LogP является ограничение на размер сообщений. По-

пытка преодоления этого ограничения была сделана в ряде модификаций мо-

дели LogP, которые будут рассмотрены ниже. 

В работе [8] было предложено расширение модели LogP путем добав-

ления нового параметра G  (Gap per Byte), задающего время, необходимое 

для передачи одного байта в составе длинного сообщения. Новая модель по-

лучила название LogGP. В модели LogGP время передачи сообщения длиной 

в m  байт вычисляется по следующей формуле: 

 ( 1) .nT o m G L o      (5) 

Более радикальное расширение модели LogP предложено в статье [90], 

где описывается параметризованная модель PlogP, расширяющая модель 

LogP путем введения дополнительных параметров. Модель PlogP лучше учи-

тывает особенности коммуникационного программного обеспечения такого, 

как MPI [71,72]. Среди этих особенностей выделяются следующие: 

1) накладные расходы o  и задержка g  в значительной мере зависят от раз-

меров сообщения; 2) накладные расходы, связанные с посылкой и приемом 

сообщения, могут существенно различаться, так как обработка асинхронно 

приходящих сообщений требует принципиально иной реализации, чем син-

хронные вызовы операции посылки. В соответствии с этим модель PLogP 

вместо параметров o  и g  вводит следующие параметры, зависящие от 

длины m  сообщения: 
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Рис. 12. Конвейерная передача сообщений  
в модели LogP. 

 

Рис. 13. Передача сообщения  
в модели PLogP. 

( )so m  – накладные расходы, связанные с посылкой сообщения длиной n. 

( )ro m  – накладные расходы, связанные с приемом сообщения длиной n. 

( )g m  – задержка между двумя последовательными операциями чтения или 

передачи сообщений длиной m. 

Семантика параметра L  (латентность) также несколько меняется. В 

модели PLogP латентность L  обозначает время, затрачиваемое на передачу 

первого бита сообщения. Параметр P  имеет тот же смысл, что и в модели 

LogP. Моделирование посылки сообщения длиной m  между процессорными 

модулями P1 и P2 в метрике модели PLogP проиллюстрировано на рис. 13. 

Таким образом, время, затрачиваемое на передачу одного сообщения 

длины m , составляет 1 ( )T L g m  . 

Соотношения между параметрами моделей PLogP и LogP/LogGP при-

ведены в табл. 1. При этом в качестве короткого сообщения берется один 

байт. Время передачи одного короткого сообщения в LogP/LogGP составляет 

.o L o   В модели PLogP это время равно (1)L g . Отсюда получается фор-

мула / (1)LogP LogGP PLogPo L o L g    . Подставляя вместо o  значение 

( (1) (1)) / 2s ro o , получаем итоговое соотношение 

/ (1) (1) (1)LogP LogGP PLogP
s rL L g o o    . 
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Табл. 1. Соотношения между LogP/LogGP и PLogP. 

LogP/LogGP PLogP 
L  (1) (1) (1)s rL g o o    
o  ( (1) (1)) / 2s ro o  
g  (1)g  
G  ( ) /g m m  для 1m  

P  P   

Табл. 2. Соответствие параметров LogPQ и LogP. 

LogPQ LogP 

L  ( 1)L o r g    

o  ( 1)o r g   

g  rg  

P  P   

В работе [156] была предложена модель параллельных вычислений 

LogPQ, расширяющая модель LogP путем введения дополнительныхпара-

метров, связанных с обслуживанием очередей при передачи сообщений: 

SQ – размер очереди посылки сообщений, RQ – размер очереди приема со-

общений и TQ – размер очереди передачи сообщений (см. рис. 14). Длина 

сообщений в модели LogPQ, также, как и в LogP, является постоянной и 

равна одному коммуникационному слову длиной cw . Длинные сообщения 

представляются в виде последовательности сообщений длиной в одно ком-

муникационное слово. При этом длина pw  машинного слова может не совпа-

дать с cw  . Соотношения между параметрами моделей LogPQ и LogP приве-

дены в табл. 2, где /p cr w w ; L  – латентность, представляющая собой 

время, необходимое для передачи сообщения длиной в одно коммуникаци-

онное слово; o  – накладные расходы, представляемые как промежуток вре-

мени, в течение которого процессорный модуль занят приемом или переда-

чей сообщения; g  – временной интервал между двумя последовательными 

передачами сообщений от одного процессора другому. 
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Рис. 14. Структура модели LogPQ. 

Максимальная пропускная способность соединительной сети в модели 

LogPQ оценивается как /L g SQ RQ    . Модель LogP, таким образом, мо-

жет рассматриваться как частный случай модели LogP при 1SQ TQ RQ  

. В работе [155] модель LogPQ была использована для оценки времени вы-

полнения параллельного алгоритма перемножения матриц размера n n  на 

массивно-параллельном компьютере CM-5 [118]. Вычислительные экспери-

менты показали, что модель LogPQ более точно предсказывает реальное 

время выполнения программы по сравнению с LogP. Однако разница между 

двумя моделями оказалась существенной только для матриц небольшого раз-

мера ( 32n  ). Кроме этого, модель LogPQ оказалось сложно адаптировать к 

новым параллельным вычислительным архитектурам, и она не получила ши-

рокого распространения. 

Модель параллельных вычислений LogGPS, представленная в ра-

боте [82], расширяет модель LogGP путем введения дополнительного пара-

метра S , отражающего затраты на синхронизацию. Фактически модель 

LogGPS явилась адаптацией модели LogPQ к особенностям коммуникацион-

ных протоколов библиотеки MPICH [70], представляющей собой переноси-

мую реализацию стандарта MPI. Еще одним расширением модели LogGP яв-

ляется модель параллельных вычислений LoGPC [113,114], которая учиты-

вает накладные расходы, связанные с конфликтами, возникающими при об-

мене сообщениями в мультипроцессоре с распределенной памятью, а также 
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конвейерную передачу длинных сообщений с использованием интерфейса 

DMA [3,95]. Модель LoGPC является более точной по сравнению с LogGP, 

однако это достигается ценой значительного усложнения анализа алгорит-

мов. Кроме этого, LoGPC существенно зависит от аппаратных особенностей 

соединительной сети. 

1.3.4. Многоуровневые модели с распределенной памятью 

Модель параллельных вычислений lognP [26,27] является расширением мо-

дели LogP. Модель lognP ориентирована на кластерные архитектуры, в кото-

рых передача сообщений между узлами с иерархической памятью осуществ-

ляется с помощью программного обеспечения промежуточного слоя такого, 

как MPI. Кроме явных затрат на передачу сообщений, учитываемых моделью 

LogP, модель lognP учитывает также неявные затраты, связанные с переда-

чами данных между различными уровнями иерархической памяти, которые 

выполняются программным обеспечением промежуточного слоя при орга-

низации пересылок между процессорными узлами. Экспериментально было 

показано, что в некоторых приложениях при передаче сильно фрагментиро-

ванных данных большого объема неявные затраты могут в несколько раз 

превосходить явные затраты на пересылку типа точка-точка. Стоимостная 

метрика модели lognP базируется на следующих пяти параметрах. 

l  – эффективная латентность (effective latency), определяемая как раз-

ница между временем, затрачиваемым процессором на передачу фраг-

ментированных и нефрагментированных данных. Эффективная ла-

тентность может быть вычислена с помощью платформенно-зависи-

мой функции ( , )f s d l , где s  – длина одного сообщения при передаче 

массива, d  – длина пропусков между единичными сообщениями в пе-

редаваемом массиве. 
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o  – эффективные накладные расходы (effective overhead) определяются 

как время, затрачиваемое процессором на передачу единичного сооб-

щения в случае нефрагментированных данных ( 1d  ). Эффективные 

накладные расходы могут быть вычислены с помощью платформенно-

зависимой функции ( ,1)f s o . 

g  – (gap) задержка, представляющая собой минимальное время между 

двумя последовательными операциями передачи сообщений. В модели 

lognP предполагается, что g o . 

n  – количество уровней иерархической памяти, используемых программ-

ным обеспечением промежуточного слоя при передаче сообщений. 

Фактически n  определяет количество неявных обменов данными 

между различными уровнями иерархической памяти. 

P  – количество процессорных модулей. 

Время, затрачиваемое на передачу одного сообщения в модели lognP 

определяется по формуле 

 
1 1

0 0

( ) ( ( ,1) ( , )).
n n

i i i i
i i

T o l f s f s d
 

 

      (6) 

Частным случаем модели lognP является модель log3P ( 3n  ), ориенти-

рованная на кластеры с SMP-узлами. В этом случае предыдущая формула 

преобразуется к виду 

2

0

( ).i i
i

T o l


   

Заметим, что при 1n   модель lognP эквивалентна модели Memory logP, пред-

ставленной в более ранней работе [25]. 

Модель параллельных вычислений HiHCoHP (Hierarchical Hyper-

Clusters of Heterogeneous Processors) [30,31] ориентирована на моделирова-

ние многоуровневых иерархических сетей из гетерогенных кластеров. На 
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пути от отправителя sP  к адресату rP  сообщение пересекает несколько уров-

ней в иерархии сетей, упорядоченных по возрастанию отношения латентно-

сти к пропускной способности. Коммуникационная стоимость вычисляется 

как функция, зависящая от стоимостей ( )k
s  и ( )k

r  обработки сообщения на 

уровне k , стоимостей ( )k
s  и ( )k

r  упаковки и распаковки каждого пакета со-

общения, и следующих трех параметров: 1) латентности ( )k , которая вклю-

чает в себя латентности уровней ниже k ; 2) пропускной способности ( )k , 

включающей в себя пропускную способность сетей более низкого уровня; 3) 

ширины канала ( )k , вычисляемой как максимальное число пакетов, переда-

ваемых за один такт по сети уровня k . Время передачи сообщения длиной 

m  вычисляется по формуле 

 ( )

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ,k

pk k k k k
s s r rT m p p


           

где p  – количество процессов. Модель HiHCoHP также включает параметр 

i , обозначающий процессорное время, затрачиваемое узлом iP  на выполне-

ние единичного объема вычислений. 

Модель параллельных вычислений D-BSP (Decomposable Bulk Syn-

chronous Parallel) [15] является расширением модели BSP. Модель D-BSP 

представляет многопроцессорную вычислительную систему как совокуп-

ность кластеров, каждый из которых имеет свою внутреннюю соединитель-

ную сеть, характеризующуюся определенной пропускной способностью и 

задержкой при передаче сообщений. Общее количество n  процессоров в си-

стеме предполагается равным степени числа два. Для фиксированного i , та-

кого, что 20 logi n  , n  процессоров делятся на 2i  непересекающихся i-кла-

стеров ( ) ( )
0 2 1

, , i

i iC C


  по 2in  процессоров в каждом. Процессоры каждого i-

кластера могут обмениваться сообщениями независимо от остальных. 

Структура D-BSP машины формируется как бинарное дерево высоты 2log n

, узлами которого являются i-кластеры. Указанное бинарное дерево обладает 
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следующими свойствами: кластер 2log n
jC  содержит только один процессор jP  

(0 j n  ); ( ) ( 1) ( 1)
2 2 1

i i i
j j jC C C 

   для 20 logi n   и 0 2ij  . Выполнение про-

граммы в модели D-BSP состоит из последовательности мегашагов. Каждый 

мегашаг представляет собой последовательность 21 log n  супершагов. В 

рамках i-того супершага процессоры выполняют некоторые вычисления и 

обмениваются данными исключительно в пределах их собственного i-кла-

стера. В финале i-того супершага в каждом i-кластере выполняется барьер-

ная синхронизация. Если на i-том супершаге каждый процессор выполняет 

не более w  операций и передает или получает не более h  сообщений, то 

время выполнения этого супершага оценивается по формуле i iw hg l  , где 

ig  – задержка, а il  – латентность для i-того уровня. 

В работе [21] предлагается модель параллельных вычислений 

HLogGP (Heterogeneous LogGP), являющаяся расширением модели LogGP 

и ориентированная на гетерогенные вычислительные кластеры. Модель 

HLogGP допускает наличие в кластере вычислительных узлов, имеющих 

различающиеся процессоры, модули памяти и сетевые адаптеры. Основная 

идея – заменить скалярные параметры на векторы и матрицы для учета спе-

цифики разнородных узлов кластерной вычислительной системы. Для моде-

лирования гетерогенной вычислительной системы с M  узлами вводится 

пять параметров: латентность L  и байтовая задержка G  представляют собой 

матрицы размера M M ; величина накладных расходов o , задержка между 

сообщениями g  и вычислительная мощность P  являются векторами длины 

M . Если все эти параметры определены с достаточной точностью, модель 

HLogGP может достоверно предсказывать производительность параллель-

ных алгоритмов, в которых коммуникационные затраты превалируют над 

вычислительными. 

Модель параллельных вычислений LogfP, предложенная в [79], рас-

ширяет модель LogP на кластерные вычислительные системы, построенные 
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с использованием соединительной сети InfiniBand [86]. Модель LogfP пред-

полагает, что первые f  коротких сообщений передаются с нулевыми 

накладными расходами. Способность InfiniBand мгновенно пересылать 

сразу несколько коротких сообщений (в количестве, не превышающем ,f  

после чего начинает наблюдаться замедление) обнуляет параметр g . Более 

того, использование в сети InfiniBand технологии RDMA (Remote Direct 

Memory Access) при передаче сообщений делает неадекватным параметр Ro

, определяющий накладные расходы на стороне получателя. Параметры мо-

дели LogfP замеряются с помощью эталонного теста RTT (Round-Trip Time) 

по схеме 1: P  - :1P . Модель LogfP позволяет повысить оценку производи-

тельности барьерной синхронизации на 40% по сравнению с другими извест-

ными моделями. 

Модель параллельных вычислений PLP [115] ориентирована на 

иерархические гетерогенные вычислительные системы с однопроцессор-

ными узлами и соединительной сетью Ethernet. Время передачи сообщения 

длиной m  байт по схеме точка-точка вычисляется по формуле 

( ) s rT m L P P   . Параметры sP  и rP  задают время, затрачиваемое процес-

сорами отправителя и получателя на организацию передачи сообщения. Эти 

параметры в свою очередь зависят от физических параметров конкретных 

процессоров. Латентность L  определяется следующим образом: 

( 1) tL n G L   , где G  – межкадровая задержка при отправке n  последова-

тельных Ethernet-кадров, на которые разбивается сообщение, и tL  – латент-

ность при кадровой передаче. Модель PLP применима как для обменов типа 

точка-точка, так и для коллективных коммуникаций. 

Модель параллельных вычислений LogGOPS, предложенная в ра-

боте [80], представляет собой расширение модели LogGPS и предназначена 

для оценки масштабируемости параллельных алгоритмов, ориентированных 

на большие вычислительные системы, работающие под управлением MPI. 
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Согласно этой модели, стоимость передачи сообщения длиной m  байт со-

ставляет 2 ( 1) ( 1)o L m O m G     . Параметры , ,o L G  имеют тот же смысл, 

что и в модели LogGPS. Параметр O  является специфичным для модели 

LogGOPS и обозначает накладные расходы в пересчете на байт. Модель 

LogGOPS применяется для линейных коммуникаций типа scatter (один по-

сылает всем) и gather (один получает от всех), для широковещательных ком-

муникаций на основе бинарного дерева и для распределенных коммуника-

ций, включающих в себя схему «всем от всех» и барьерную синхронизацию. 

Модель параллельных вычислений LogGPH [168] является расшире-

нием модели LogGP и ориентирована на многопроцессорные системы, по-

строенные на основе иерархии соединительных сетей. Для каждого уровня в 

сетевой иерархии вводится свой вектор параметров. Два процесса, запущен-

ные на одном процессоре, взаимодействуют на уровне 1 и передают друг 

другу сообщения через общую память. Процессы, запущенные на разных 

процессорах одного узла, взаимодействуют на уровне 2. Процессы, запущен-

ные на разных процессорных узлах, взаимодействуют на уровне 3, обмени-

ваясь сообщениями через соединительную сеть. Время передачи сообщения 

длины m  на сетевом уровне i  вычисляется по формуле 

( ) 2 ( 1)i i i iT m o m G L    . 

В работе [162] предложена модель параллельных вычислений Multi-

BSP, расширяющая модель BSP в двух направлениях. Первое, Multi-BSP яв-

ляется иерархической моделью с произвольным количеством уровней, отра-

жающих реальные технические особенности иерархической памяти и раз-

личных уровней кэш-памяти современных многопроцессорных систем. Вто-

рое, в качестве дополнительного параметра Multi-BSP включает в себя объем 

памяти на каждом уровне. Для каждого уровня i  в иерархии вводится вектор 

параметров ( , , , )i i i ip g L m , где ip  – количество процессоров, ig  – задержка 
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при передаче сообщения, iL  – затраты на синхронизацию, im  – объем па-

мяти/кэша. Для системы, включающей в себя d  уровней, общее количество 

процессоров вычисляется по формуле 
1

d

d ii
P p


 , суммарный объем па-

мяти вычисляется по формуле 
1

1 1

dd

d d i ji j i
M m m p



  
   , суммарная за-

держка вычисляется по формуле 
1

d

d ii
G g


 . 

Модель mlognP [157,158] является расширением модели lognP, ориен-

тированным на вычислительные кластеры с многоядерными процессорами. 

Иерархию n-уровневой памяти, введенную в модели lognP, авторы модели 

mlognP называют вертикальной. Дополнительно они вводят горизонтальную 

m-уровневую иерархию каналов передачи данных. По каналу нулевого 

уровня происходит обмен данными между ядрами одного процессора, канал 

первого уровня используется для обмена данными между ядрами разных 

процессоров одного процессорного узла, канал второго уровня – для обмена 

данными между ядрами разных процессорных узлов, и так далее. В соответ-

ствии с этим стоимость передачи сообщения на горизонтальном уровне i  

вычисляется по формуле 

 
1 1

0 0

( ) ( ( ,1) ( , )),
i in n

i i i i
i j j j j

j j

T o l f s f s d
 

 

      (7) 

где семантика всех параметров с точностью до горизонтального уровня 

наследуется от модели lognP. 

Модель параллельных вычислений SLOWER, предложенная в работе 

[150], ориентирована на экзамасштабные вычислительные системы. Главной 

целью модели SLOWER является оценка производительности P  вычисли-

тельной системы, которая вычисляется по формуле 

 ( , , ) ( ) ( ) ( ),P e L O W s S E a R     (8) 
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где e  обозначает эффективность (0 1)e  , L  – латентность, O  – накладные 

расходы, W  – задержка, вызванная ожиданием доступа к разделяемым ре-

сурсам, s  – степень параллелизма, S  – мера недозагрузки,   – скорость вы-

полнения потока машинных команд, E  потребление энергии, a  – доступ-

ность, R  – надежность. Формула (8) включает в себя критические с точки 

зрения модели SLOWER параметры и показывает их взаимное влияние на 

общую производительность системы. По мнению авторов модели SLOWER 

эффективность e  и доступность a  не оказывают значительного влияния на 

общую производительность системы. Мера доступности a  отражает эксплу-

атационные проблемы, препятствующие способности системы выполнять 

реальную вычислительную работу. Она зависит от параметра R , определя-

ющего среднее время между отказами системы. Пиковая скорость выполне-

ния потока машинных команд   зависит от тактовой частоты, которая в 

определенном диапазоне прямо пропорциональна энергопотреблению E . 

Степень параллелизма s  определяется количеством процессорных ядер, од-

новременно выделяемых для решения задачи. Мера недозагрузки S  вычис-

ляется как отношение времени простоя процессорного ядра ко времени его 

работы при решении задачи. Недозагруженность возникает либо, когда про-

цессорное ядро простаивает в ожидании работы или необходимых данных, 

либо в результате дисбаланса в распределении вычислительной работы 

между процессорными ядрами. Эффективность e  вычислительной системы 

определяется как отношение скорости непрерывного выполнения машинных 

команд к пиковой скорости. Как следует из формулы (8), на эффективность 

влияет следующий ряд факторов. Латентность L  представляет собой время, 

необходимое для инициализации доступа к удаленным данным или сервисам 

в незагруженной системе. Задержка W  (ожидание отложенного доступа) воз-

никает из-за конфликта доступа к разделяемым логическим или физическим 

ресурсам в загруженной системе. Накладные расходы O  включают в себя 
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процессорное время, которое тратится на управление параллельными ресур-

сами и диспетчеризацию процессов. Модель SLOWER может применяться к 

широкому классу вычислительных систем экзафлопсного уровня производи-

тельности, однако в настоящее время отсутствует математическая формали-

зация этой модели. 

Модель параллельных вычислений HLognGP (Heterogeneous 

LognGP), предложенная в работе [102], развивает идеи, заложенные в моде-

лях LogGP и lognP. Модель HLognGP ориентирована на кластерные вычис-

лительные системы с графическими ускорителями [117]. Модель HLognGP 

предполагает, что передача данных в ГПУ-кластере может происходить на 

трех различных уровнях: через оперативную память, через шину PCI и через 

соединительную сеть. В общем случае полагается, что количество таких 

атомарных коммуникационных уровней равно некоторой положительной 

константе n . В соответствии с этим стоимостная метрика модели HLognGP 

строится на основе следующих шести параметров: 

n  – количество атомарных уровней при передаче сообщения от одного 

процессорного узла другому; 

L  – латентность, представляющая собой вектор латентностей 1( , , )nl l  для 

различных атомарных коммуникационных уровней; 

o  – накладные расходы, представляющие собой вектор накладных расхо-

дов 1( , , )no o  для каждого атомарного коммуникационного уровня; 

g  – (gap) задержка, представляющая собой вектор 1( , , )ng g , определяю-

щий для каждого атомарного коммуникационного уровня минималь-

ное время между двумя последовательными операциями передачи со-

общений; 
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G  – (gap per byte) задержка на байт, представляющая собой вектор 

1( , , )nG G , определяющий для каждого атомарного коммуникацион-

ного уровня время, необходимое для передачи одного байта в составе 

длинного сообщения; 

P  – вычислительная производительность, представляющая собой пару 

 ,C GP P , определяющую производительность ЦПУ и ГПУ соответ-

ственно. 

Частный вид модели HLog3GP имеет три атомарных коммуникационных 

уровня и соответствует ГПУ- кластерам. В этом случае время, необходимое 

для передачи одного сообщения между процессорными узлами, оценивается 

по формуле 

 
3

1

2max( , ) ( 1) ,comm k k k k
k

T L o g s G


     (9) 

где s  обозначает длину сообщения в байтах. 

Модель параллельных вычислений MBSP (Multi-memory BSP) [58] является 

расширением модели BSP и ориентирована на многопроцессорные системы 

с многоуровневой иерархической памятью и многоядерными процессорами. 

Стоимостная метрика модели MBSP базируется на семи параметрах 

( , , , , , , )p l g m L G M , где параметры ( , , )p l g  наследуются от модели BSP, а 

( , , , )m L G M  являются новыми параметрами, специфицирующими иерархи-

ческую память. Параметр M  задает объем приватной «быстрой» памяти, 

имеющейся у каждого процессора. Параметр m  задает объем «медленной» 

памяти, доступной всем ядрам процессорного узла. Стоимость доступа к 

медленной памяти определяется парой ( , )L G . Параметр G  определяет время 

доступа к медленной памяти в пересчете на одно машинное слово. Параметр 

L  задает латентность при обменах с медленной памятью. Время выполнения 

супершага вычисляется следующим образом: max( , )l L w gh Gb   , где w  

– максимальное время вычислений, выполняемых одним процессором,  
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Рис. 15. Иерархия памяти в ГПУ с архитектурой Kepler. 

h  – максимальный размер сообщения, передаваемого или получаемого про-

цессором, и b  – максимальный объем обменов с медленной памятью, выпол-

няемых одним процессором в ходе супершага. 

В работе [12] предложено расширение модели BSP для ГПУ под 

управлением CUDA (далее для краткости – CUDABSP). Модель CUDABSP 

ориентирована на предсказание времени выполнения CUDA-программы на 

кластерных вычислительных системах с графическими ускорителями архи-

тектуры Kepler (см. рис. 15) на основе оценок затрат на коммуникации и вы-

числения, которые выполняются независимо. Время, расходуемое на вычис-

ления, оценивается на основе работы одного процессорного ядра и вычисля-

ется по формуле 

 
( )

,DRAM GPUM
k

t Comp Comm Comm
T

R P 
  


 

 (10) 

где t  – количество нитей, выполняемых на ядре, Comp  – время, расходуемое 

нитью на вычисления, DRAMComm  – затраты на обмены с локальной памятью 

DRAM процессорного узла, GPUMComm  – затраты на обмены с памятью ГПУ, 

R  – тактовая частота, P  – количество ядер в ГПУ,   – положительное число, 

больше либо равное единицы, моделирующее эффект аппаратной оптимиза-

ции. Затраты на глобальные коммуникации оцениваются также, как в модели 

BSP. 

Ядро 

Память 
ГПУ 

(GPUM) 

Кэш L1 
Кэш «только 

чтение» 

Кэш L2 

Локальная память DRAM 
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1.4. Параллельные каркасы 

Как указывалось в разделе 1.2, полноценная модель параллельных вычисле-

ний должна включать в себя спецификационный компонент определяющий, 

что есть корректная программа в контексте данной модели. Параллельная 

программа может выдавать правильный результат, однако быть некоррект-

ной по отношению к требованиям модели параллельных вычислений. Такого 

рода некорректность приводит к тому, что применение стоимостных метрик 

используемой модели будет выдавать неверные оценки. Для предотвраще-

ния таких ситуаций и для ускорения создания программных кодов на прак-

тике часто используют параллельные каркасы, разрабатываемые на основе 

требований соответствующей модели параллельных вычислений. 

Параллельный каркас (parallel skeleton) в общем виде представляет со-

бой программную конструкцию (или библиотеку функций), которая инкап-

сулирует некоторый шаблон параллельных вычислений и межпроцессорных 

коммуникаций [98]. В идеальном случае параллельный каркас представляет 

собой компилируемый, но неисполняемый код. Чтобы использовать парал-

лельный каркас, программист должен добавить проблемно-зависимые типы 

и структуры данных, а также реализовать проблемно-зависимые функции. 

При этом дополнения программного кода могут делаться инкрементально с 

сохранением свойства компилируемости. Каркас берет на себя функцию 

объединения проблемно-зависимых операций с программным кодом, обес-

печивающим их параллельное выполнение и коммуникации. Таким образом, 

абстрагирование от аспектов, связанных с параллелизмом, может значи-

тельно упростить и систематизировать разработку параллельных программ 

и помочь в эффективном использовании стоимостных метрик, преобразова-

нии и оптимизации исходного кода. В силу высокого уровня абстракции па-

раллельные каркасы имеют концептуальную общность с функциями выс-

шего порядка, применяемыми в функциональном программировании, а 
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также с шаблонами объектно-ориентированного программирования, и мно-

гие конкретные каркасы используют эти механизмы. 

В традиционных инструментах параллельного программирования ис-

пользуется подход, в соответствии с которым программист должен реализо-

вывать низкоуровневое управление взаимодействием между параллельными 

процессами, используя механизмы, соответствующие используемой модели. 

Например, ядро MPI основано на обмене данными между процессами типа 

точка-точка с различными режимами синхронизации. Подобно этому, биб-

лиотеки потоковой обработки основаны на примитивах блокировки, услов-

ной синхронизации, атомарности и так далее. Этот подход является очень 

гибким, позволяя организовать взаимодействия любой сложности. Однако 

на практике многие параллельные алгоритмы основываются на хорошо по-

нятных и хорошо известных шаблонах. Например, алгоритмы обработки 

изображений часто используют конвейерный параллелизм. Аналогичным 

образом, алгоритм для подбора параметра требует планирования параллель-

ных процессов, которое не зависит от параметризованной задачи и диапазона 

значений исследуемого параметра. 

Термин параллельный каркас (algorithmic skeleton) был введен Мюр-

реем Коулом (Murray Cole) в работе [38]. Появление этого термина явилось 

результатом осознания того факта, что многие параллельные приложения ис-

пользуют одни и те же внутренние коммуникационные шаблоны. Каркасный 

подход предполагает, что подобные шаблоны должны быть обобщены в виде 

программной конструкции или библиотеки функций, которые отвечают за 

реализацию скрытого управляющего «каркаса», оставляя программисту реа-

лизацию проблемно-зависимых функций, обеспечивающих решение кон-

кретной задачи. Например, конвейерный каркас потребует от программиста 

реализацию операций, выполняемых на каждом шаге конвейера, в то время 

как каркас будет отвечать за распределение конвейерных операций между 
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различными процессорами, межпроцессорные коммуникации, непрерыв-

ность работы конвейера и так далее. Аналогичным образом, в каркасе для 

подбора параметра программист должен будет предоставить код для оди-

ночного прогона параметризованной задачи и требуемый диапазон значений 

параметра. Каркас будет определять (и, возможно, динамически корректиро-

вать) количество используемых рабочих, гранулярность распределенных вы-

числительных заданий, коммуникационные механизмы и отказоустойчи-

вость. На более высоком уровне абстракции использование каркаса «разде-

ляй-и-властвуй» может потребовать от программиста описания способов 

разделения задачи на независимые подзадачи и последующего объединения 

результатов их работы, решения вопроса, является ли исходная задача дели-

мой соответствующим образом, и реализации алгоритмов решения недели-

мых подзадач. Каркас в этом случае будет отвечать за все остальное, начиная 

с вопроса, стоит ли вообще использовать параллелизм, и кончая такими де-

талями, как динамическая диспетчеризация, гранулярность и коммуникации. 

Подобный высокоуровневый подход меняет процесс разработки про-

граммы в нескольких отношениях. Во-первых, он освобождает пользователя 

от нетривиальной задачи принятия правильных проектных решений на ос-

нове многочисленных, взаимосвязанных низкоуровневых особенностей кон-

кретного приложения и конкретной вычислительной платформы. Во-вторых, 

использование отлаженного и апробированного параллельного каркаса су-

щественно уменьшает вероятность появления ошибок в результирующем 

коде, что особенно важно для сложных задач, решаемых на вычислительных 

системах с массовым параллелизмом, где традиционная отладка является 

слишком сложной. В-третьих, использование параллельного каркаса дает га-

рантию параллельной эффективности вместо апостериорной оценки произ-

водительности, в результате которой, возможно, придется отказаться от 
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Табл. 3. Таксономия базовых параллельных каркасов. 

Тип каркаса Область  
применения 

Примеры элементарных  
каркасов 

Параллелизм данных Структуры данных map, fork, reduce 

Параллелизм задач Задачи farm, pipe 

трудоемкой параллельной программы по причине ее фатальной неэффектив-

ности. В-четвертых, каркасы предоставляют семантически обоснованные 

методы для сборки и оптимизации программного кода, открывающие новые 

перспективы в разработке программного обеспечения (в том числе, в повтор-

ном использовании программных кодов). И последнее, но не менее важное: 

повышение уровня абстракции, заключающееся в переходе от частного к об-

щему, дает новое понимание фундаментальных принципов параллельного 

программирования [98]. 

В зависимости от функциональности параллельные каркасы могут 

быть разделены на следующие три типа [67]: 

 каркасы с параллелизмом данных (data-parallel), применяемые для 

выполнения одинаковых операций над элементами больших однород-

ных структур данных; 

 каркасы с параллелизмом задач (task-parallel), оперирующие зада-

чами и обеспечивающие их синхронизацию в соответствии со свя-

зями по данным; 

 резолюционные (resolution) каркасы, определяющие общий метод рас-

параллеливания для семейства схожих задач. 

Таксономия базовых параллельных каркасов приведена в табл. 3. 

Map является наиболее важным базовым каркасом с параллелизмом 

данных. Его природа тесно связана с функциональными языками програм-

мирования. Семантика каркаса map заключается в том, что некоторая функ-

ция может быть одновременно применена ко всем элементам списка в целях 
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распараллеливания вычислений. Параллелизм данных организуется следую-

щим образом: список разбивается на подсписки равной длины по числу про-

цессорных узлов, и каждый процессорный узел обрабатывает свой подспи-

сок параллельно с другими узлами. Обменов данными между процессор-

ными узлами при этом не происходит. По завершению обработки получен-

ные результаты объединяются в общий результат. Таким образом, каркас 

map соответствует схеме параллельной обработки SIMD (single-instruction 

multiple-data) [191]. 

Fork работает подобно map. Разница в том, что вместо применения од-

ной и той же функции ко всем элементам списка, к каждому элементу при-

меняется своя функция. Таким образом, каркас fork соответствует схеме па-

раллельной обработки MIMD (multiple-instruction multiple-data) [191]. 

Reduce используется для вычисления инфиксных операций над спис-

ком путем деления элементов списка на пары и применения к каждой паре 

указанной инфиксной операции. Полученные результаты образуют список в 

два раза меньшей длины, к которому снова применяется reduce, и так да тех 

пор, пока не будет получено итоговое интегральное значение. Таким обра-

зом, в отличие от map, каркас reduce требует обменов данными между про-

цессорными узлами для агрегирования частичных результатов. 

Farm реализует параллельное выполнение задач по схеме мастер-рабо-

чие. Этот каркас также называют bag of tasks (мешок задач). Farm обеспечи-

вает параллельное выполнение независимых подзадач на узлах-рабочих и 

слияние полученных ими результатов в общий результат на узле-мастере, 

который финализирует решение задачи. 

Pipe реализует конвейерный параллелизм. Этот каркас целесообразно 

использовать, когда одна и та же задача должна решаться для многих набо-

ров входных данных. В этом случае решение задачи разбивается на последо-

вательные стадии, количество которых называется длиной конвейера. Каж-
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дая стадия выполняется отдельным процессорным узлом. Параллелизм до-

стигается за счет того, что одновременно с выполнением i-той стадии для 

набора данных ( )jx  выполняется стадия ( 1)i   для набора ( 1)jx  . Каркас pipe 

обеспечивает синхронизацию выполнения стадий и передачу промежуточ-

ных результатов от одной стадии другой. Заметим, что в общем случае до-

статочно иметь каркас pipe с фиксированной длиной, так как каркасы могут 

вкладываться друг в друга. 

1.5. Формализм Бёрда-Миртенса 

Формализм Бёрда-Миртенса (Bird–Meertens formalism) или кратко 

BMF [18,19] является теоретическим фундаментом для проектирования и 

разработки параллельных каркасов. С точки зрения BMF параллельный кар-

кас представляется как некоторый набор функций высшего порядка, опери-

рующих с данными, представленными в виде списков. 

1.5.1. Основные понятия 

Следуя работе [60] введем следующие обозначения. Применение функции f  

к элементу a  обозначается как .af . Применение функции является ассоциа-

тивным справа, то есть  . . . .a af g f g , и представляет собой инфиксный опе-

ратор с высшим приоритетом. Запись :a   означает, что элемент a  имеет 

тип  . Запись    обозначает множество всех функций, отображающих 

элементы множества   в элементы множества  . Таким образом, если :a   

и : f   , то . :af  . Композиция двух функций обозначается с помощью 

инфиксного оператора  , то есть  . . .a af g f g . Оператор   имеет низший 

приоритет. Везде далее предполагается, что любая функция является всюду 

определенной. Тождественная функция обозначается как id  и всегда возвра-

щает то же самое значение, которое было указано в качестве аргумента: 

.a aid . 
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Бинарный оператор   определяется как функция :     . Это 

означает, что оператор   любой паре аргументов :a   и :b   сопоставляет 

элемент :c  . Это обозначается следующим образом: a b c  . При этом ле-

вая часть  a  может рассматриваться как функция, имеющая тип .  

При фиксированном a  функция  a  для произвольного аргумента b , 

возвращает значение ba :  .a b a b   . Аналогичным образом правая 

часть  b  может рассматриваться как функция, имеющая тип   . При 

фиксированном :b   функция  b  для произвольного аргумента a , возвра-

щает значение ba :  b .a a b   . Таким образом, имеет место следующе 

свойство: 

    . b . .a b a b a       (11) 

Указанная техника называется секционированием бинарного оператора и мо-

жет эффективно применяться при эквивалентных преобразованиях выраже-

ний. Проиллюстрируем секционирование на арифметическом операторе сло-

жения + на множестве вещественных чисел  . Имеем :     . Зафик-

сируем первый операнд операции +, пусть, например, это будет число 2. То-

гда мы можем рассматривать функцию  2 :   , значения которой вы-

числяются по формуле  2 . 2b b    для любого :b  . Например, 

 2 .3 2 3 5    . 

Для бинарного оператора :      может существовать 

нейтральный элемент :id  , обладающий следующими свойством: 

 a a a    id id  

для всех a . 

Списком называется конечная последовательностей элементов одного 

и того же типа. Списки обозначаются квадратными скобками. Например, 
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 1,  2,  3  – список из трех чисел, а      ,1 ,  1, 2 ,  1  2,  3    – список из трех спис-

ков чисел. Тип    обозначает всевозможные списки из элементов типа  , 

включая пустой список. Тип    обозначает всевозможные списки из эле-

ментов типа ,  исключая пустой список. Таким образом, если 1n   и 

1,..., :na a  , то    1, , :na a


  . Функция преобразования элемента :a   

в элемент типа    обозначается с помощью символа     : .a a   . Базовой 

операцией над списками является бинарная операция конкатенации, обозна-

чаемая как ++ . Например, 

       .1  ++ 2  ++ 3   1,  2,  3  

Операция конкатенации является ассоциативной: 

   ++ ++ ++ ++ ZX Y Z X Y         

для любых  , , :X Y Z  . Пустой список обозначается пустыми квадратными 

скобками    и является нейтральным элементом по отношению операции 

конкатенации: 

   ++  ++ = XX X          

для произвольного списка X . 

Справедлива следующая теорема о гомоморфизме списков [60]. 

Теорема 1. Пусть заданы произвольная функция : f    и произ-

вольный ассоциативный оператор :     . Тогда существует един-

ственная функция :[ ]h   , удовлетворяющая следующим двум усло-

виям: 

 .[ ] . ,a ah f  (12) 

 .( ++ ) . .X Y X Y h h h  (13) 

для всех :a  , , :[ ]X Y  . 
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Будем называть эту функцию гомоморфизмом списков и обозначать 

следующим образом:  ,f . Таким образом, гомоморфизм списков  ,f  

всегда удовлетворяет условиям: 

    , . . . ,a a  f f  (14) 

      , .( ++ ) , . , .X Y X Y    f f f  (15) 

для любых :a  , , :[ ]X Y  , и фактически является единственным решением 

этих уравнений. По сути, гомоморфизм – это замена    на f  и ++  на  , 

например 

         , . . ++ . ++ . . . .a b c a b c          f f f f  (16) 

для любых , , :a b c  . 

Отметим, что любая функция  : h   , удовлетворяющая усло-

вию (13) , по определению, является гомоморфизмом полугруппы   , ++  

в полугруппу  , . Утверждение, что полугруппа   , ++  – свободная, 

эквивалентно утверждению, что функция h  однозначно определяется ее зна-

чениями для одноэлементных списков. 

Одним из простых примеров гомоморфизма является функция, возвра-

щающая длину списка: 

   0: ,#   (17) 

где 0  обозначает множество целых неотрицательных чисел. Имеем: 

 . 1,a #  

 . ++ . .X Y X Y   # # #  

для всех :a   и  , :X Y  . Отметим, что  1# , k , где 1 0: k   и 

1. 1a k  для всех :a  . 

Мультимножеством будем называть список, в котором порядок эле-

ментов не существенен. Для мультимножества операция конкатенации явля-
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ется не только ассоциативной, но и коммутативной. Мультимножества бу-

дем обозначать с помощью пары символов  и .    Операцию конкатенации 

мультимножеств будем обозначать с помощью символа   (объединение 

мультимножеств). Примерами мультимножеств целых неотрицательных чи-

сел являются 1,2,2,5    и 1,2,3,5 .    Имеем 

 1,2,2,5 1,2,3,4 1,2,3,4 1,2,2,5 1,1,2,2,2,3,4,5 .                      

Элементы мультимножеств в этом примере упорядочены по возрастанию 

для наглядности. 

Конечным множеством (далее – множеством) называется такое 

мультимножество, в котором не допускаются повторения элементов. Опера-

цию конкатенации мультимножеств будем обозначать с помощью символа 

  (объединение мультимножеств). Для множества операция конкатенации 

не только коммутативна и ассоциативна, но и идемпотентна, то есть для лю-

бого множества A  справедливо .A A A   Множества обозначаются фигур-

ными скобками. Примерами множеств целых неотрицательных чисел явля-

ются  1,2,5  и  2,3,5 .  Имеем          1,2,5 2,3,5 2,3,5 1,2,5 1,2,3,5 .     

Элементы множеств в этом примере упорядочены по возрастанию для 

наглядности. Теоретические построения, приводимые ниже, как правило, бу-

дут применимы не только к спискам, но и к множествам, и к мультимноже-

ствам. 

В случае мультимножеств теорема о гомоморфизме означает, что для 

любой функции : f    и произвольного ассоциативного и коммутатив-

ного оператора : ,    следующие два условия 

. . ,a a  h f  

.( ) . .X Y X Y h h h  
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однозначно определяют функцию : .  h   Аналогичное утверждение 

справедливо и для множеств, за исключением того, что оператор   должен 

обладать свойством идемпотентности. 

Простым примером гомоморфизма для мультимножеств является 

функция # , возвращающая размер мультимножества (количество элемен-

тов, которое оно содержит, включая повторения). Имеем: 

. 1,a   #  

 . X . .YY X   # # #  

для всех :a   и любых , :X Y    . Таким образом функция #  является го-

моморфизмом коммутативной полугруппы  ,     в коммутативную по-

лугруппу  0 , +  . Отметим, что функция # , вычисляющая размер множе-

ства, не является гомоморфизмом коммутативной полугруппы   ,  в 

коммутативную полугруппу  0 , +  , так как оператор   не является идем-

потентным в отличие от оператора  : 

#.( ) #.( ) #. #. 2#.X X X X X X      

для любого  :X   и  .X    

1.5.2. Оператор map 

Основным оператором для работы со списками является бинарный 

оператор map обозначаемый с помощью символа  . Оператор map  явля-

ется функцией высшего порядка, так как его первым операндом является 

функция. В качестве второго операнда оператора map  выступает список. 

Для функции : f    функция  f  имеет тип    .   С неформальной 

точки зрения функция  f  применяет функцию f  ко всем элементам 

списка, указанного в качестве второго аргумента оператора  : 

1 1 1[ ,..., ] ( ).[ ,..., ] [ . ,..., . ].n n na a a a a a   f f f f  



69 

Формально оператор map  определяется следующими условиями:  

     . ,   f  

     . . ,a a f f  

     . . . . ,a a   f f  

         . ++ . ++ .X Y X Y   f f f  

для всех :a   и  , : .X Y   Таким образом, функция  f  является гомомор-

физмом списков. Отметим, что    * ,++ . f f    Также следует отметить, 

что оператор map  обладает свойством дистрибутивности справа для опера-

ции композиции функций: 

      .   f g f g   

1.5.3. Оператор reduce 

Оператор reduce  (reduction) представляет собой функцию высшего 

порядка, которая сворачивает список в одно значение путем многократного 

применения бинарного оператора, являющегося параметром оператора 

reduce . Reduce обозначается знаком / и имеет два аргумента: ассоциатив-

ный бинарный оператор и список. Пусть :      – произвольный ас-

социативный оператор. Неформально оператор reduce  можно определить 

следующим образом: 

 1 1 2/ ,..., ... .n na a a a a      

Формально определим функцию  /  с помощью следующих трех условий: 

    / . , =  id  (18) 

    / . ,a a   (19) 

          / . ++ / . / .X Y X Y      (20) 
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для всех :a   и  , : .X Y   Таким образом, функция  /  является гомомор-

физмом списков. Отметим, что    / ,  id . Если оператор   является не 

только ассоциативным, но и коммутативным, то функция  /  будет гомо-

морфизмом мультимножеств; а если в добавок к этому   обладает свой-

ством идемпотентности, то  /  будет гомоморфизмом множеств. 

Рассмотрим пример гомоморфизма списков с оператором reduce , дей-

ствующим из полугруппы   0 ,++  в полугруппу  0 ,  , определяемого 

условиями: 

    / . ,a = a  (21) 

          / . ++ / . / .X Y X Y      (22) 

для всех 0:a   и  0, :X Y  . С неформальной точки зрения функция  /  

вычисляет сумму элементов списка целых неотрицательных чисел: 

   1 1 2/ . ,..., ... .n na a a a a    
 

Отметим, что оператор   является коммутативным. Следовательно, функ-

ция  /  будет также гомоморфизмом мультимножеств. Однако, оператор 

  не является идемпотентным. Поэтому функция  /  не будет гомомор-

физмом множеств. Действительно, для любого непустого множества 

0:{ }X   имеем      / . / .X X X X     . С другой стороны, 

   / . / . 2X X X X X X           так как X   , что противоречит 

условию (6). 

В качестве примера бинарного оператора, обладающего свойствами 

ассоциативности, коммутативности и идемпотентности, можно привести 

оператор ,  вычисляющий максимум двух целых неотрицательных чисел. 

Имеем     ,a b c a b c      a b b a    и a a a  . Следовательно, 
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функция  /  является гомоморфизмом списков, мультимножеств и мно-

жеств. 

1.6. Выводы по главе 1 

Быстрый рост производительности вычислительных систем привел к фунда-

ментальной смене парадигмы разработки численных алгоритмов. Если 

раньше необходимо было разрабатывать эффективные алгоритмы в усло-

виях ограниченных вычислительных ресурсов, то сегодня необходимо раз-

рабатывать алгоритмы, способные эффективно использовать большие вы-

числительные ресурсы. В соответствии с этим наиболее важной характери-

стикой численного алгоритма становится его граница масштабируемости, 

определяемая как максимум кривой, отражающей зависимость ускорения от 

количества процессорных узлов. Для оценки ускорения используются мо-

дели параллельных вычислений. Основными качественными характеристи-

ками параллельной модели вычислений являются простота использования, 

универсальность и адекватность. Эти характеристики являются взаимно про-

тиворечивыми. Обзор известных моделей параллельных вычислений позво-

ляет сделать вывод, что невозможно создать единую универсальную модель 

параллельных вычислений, хорошую во всех отношениях. Это связано с 

большим разнообразием и архитектурной сложностью современных много-

процессорных систем. В соответствии с этим для достижения приемлемого 

компромисса между простотой, универсальностью и адекватностью вычис-

лительной модели необходимо сужать класс рассматриваемых аппаратных 

архитектур, ограничиваться алгоритмами определенного типа и накладывать 

более жесткие ограничения на структуру параллельных программ. Обзор мо-

делей параллельных вычислений, приведенный в данной главе, опубликован 

в статье [176]. 



72 

ГЛАВА 2. МОДЕЛЬ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ BSF 

В данной главе описывается новая модель параллельных вычислений BSF 

(Bulk Synchronous Farm) – блочно-синхронная ферма, ориентированная на 

многопроцессорные системы с кластерной архитектурой и предназначенная 

для разработки итерационных численных алгоритмов с высокой вычисли-

тельной сложностью. Модель BSF предполагает представление алгоритма в 

виде операций над списками с использованием функций высшего порядка 

Map и Reduce. Отличительной особенностью модели BSF является то, что 

она позволяет получить аналитическую оценку границы масштабируемости 

алгоритма. 

2.1. Базисные концепции 

В основе модели BSF лежат следующие базисные концепции: схема про-

граммирования SPMD (Single Program – Multiple Data), парадигма «мастер-

рабочие», модель параллельных вычислений BSP (Bulk-Synchronous Parallel-

ism) и формализм Бёрда-Миртенса (Bird-Meertens formalism). Модель парал-

лельных вычислений BSP была рассмотрена в разделе 1.3.3. Формализм 

Бёрда-Миртенса был детально описан в разделе 1.5. 

Парадигма «мастер-рабочие» (master-slave) [100,139,142] является од-

ним из популярных фреймворков, используемых в параллельном и распре-

деленном программировании. В соответствии с этой парадигмой процессор-

ные узлы вычислительной системы делятся на два множества: узлы-мастера 

и узлы-рабочие. Задача, решаемая на многопроцессорной системе, разбива-

ется на независимые подзадачи. Каждая подзадача, в свою очередь, разбива-

ется на три последовательные стадии: стадия предобработки, стадия вычис-

лений и стадия постобработки. Стадии предобработки и постобработки вы-

полняются узлами-мастерами, стадии вычислений выполняются  
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узлами-рабочими. В каждый момент времени любой процессорный узел мо-

жет выполнять только одну стадию. Предполагается, что количество подза-

дач совпадает с количеством узлов-рабочих и превышает количество узлов-

мастеров. Решение задачи происходит следующим образом. Очередная под-

задача назначается некоторому узлу-мастеру, который выполняет стадию 

предобработки. После этого он посылает задание (передает данные) узлу-ра-

бочему, который должен выполнить стадию вычислений указанной подза-

дачи. После того, как узел-рабочий завершил требуемые вычисления, он по-

сылает отчет (передает данные) тому узлу-мастеру, от которого получил за-

дание. На этом выполнение подзадачи заканчивается. Задача считается вы-

полненной целиком, когда выполнены все ее подзадачи. Фреймворк «мастер-

рабочие» очень часто используется в параллельном программировании при 

реализации различных приложений, ориентированных на многопроцессор-

ные системы с распределенной памятью (см., например, [23,29,46,107,171]). 

При этом наиболее популярна конфигурация, включающая одного мастера и 

множество рабочих (см. рис. 16). Основной проблемой модели «мастер-ра-

бочие» является нахождение такого расписания вычислений, при котором 

время выполнения задачи будет минимальным. Известно, что указанная про-

блема является в общем случае NP-сложной [138]. В определенной мере эту 

проблему можно решить, используя схему программирования SPMD. 

SPMD (Single Program Multiple Data) [44,142] – популярная схема па-

раллельного программирования, в соответствии с которой все процессорные 

узлы выполняют одну и ту же программу, но обрабатывают различные дан-

ные. Какие именно данные необходимо обрабатывать тому или иному про-

цессорному узлу, определяется его уникальным номером, который является 

параметром программы. Данный подход наиболее часто используется в со-

четании с технологией MPI (Message Passing Interface) [72], которая де-факто 

является стандартом для параллельного программирования на распределен-

ной памяти. 
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Рис. 16. Фреймворк «мастер-рабочие». Полужирными линиями обозначены потоки вы-
числений, тонкими линями со стрелками – потоки данных. 

При разработке параллельного алгоритма для многопроцессорных си-

стем с распределенной памятью одной из самых важных характеристик яв-

ляется масштабируемость. Масштабируемость можно определить как спо-

собность алгоритма эффективно использовать увеличивающиеся вычисли-

тельные ресурсы, главным из которых является количество доступных про-

цессорных узлов. Основной величиной для определения уровня масштаби-

руемости алгоритма является ускорение. Ускорение a  как функция, завися-

щая от количества K  процессорных узлов, определяется следующей форму-

лой: 

 1( ) ,
K

T
a K

T
  (23) 

где 1T  – время решения задачи на одном процессорном узле, KT  – время ре-

шения задачи на K  процессорных узлах. Для определения границы масшта-

бируемости необходимо исследовать кривую, отражающую зависимость 

ускорения от количества процессорных узлов. На рис. 17 изображены  
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Рис. 17. Различные формы кривой ускорения. 

различные формы кривой ускорения. Ускорение называется идеальным, если 

оно прямо пропорционально количеству процессорных узлов: ( )a K K . 

Ускорение называется линейным, если наблюдается линейная зависимость 

величины ускорения: ( )a K K , где 0 1  . Реальному ускорению на 

практике наиболее часто соответствует кривая, которая монотонно возрас-

тает до некоторого количества процессорных узлов (50 на рис. 17), после 

чего начинается деградация. Количество процессорных узлов, на котором 

достигается максимальное ускорение в этом случае называется границей 

масштабируемости алгоритма (см. рис. 18). При разработке параллельных 

алгоритмов для больших многопроцессорных систем с распределенной па-

мятью очень важно иметь возможность оценить границу масштабируемости 

алгоритма на ранней стадии его разработки. 
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Рис. 18. Кривая ускорения и граница масштабируемости алгоритма. 

 

Рис. 19. BSF-компьютер. M –мастер;  
W1, …, WK – рабочие. 

2.2. BSF-компьютер и BSF-алгоритм 

BSF-компьютер представляет собой множество однородных процес-

сорных узлов с приватной памятью, соединенных сетью, позволяющей пере-

давать данные от одного процессорного узла другому. Среди процессорных 

узлов выделяется один, называемый узлом-мастером (или кратко масте-

ром). Остальные K узлов называются узлами-рабочими (или просто рабо-

чими). В BSF-компьютере должен быть по крайней мере один узел мастер и 

один рабочий ( 1K  ). Схематично архитектура BSF-компьютера изображена 

на рис. 19. 

M . . . W1 WK 

Соединительная сеть 
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Алгоритм 2. Шаблон итерационного алгоритма в модели BSF 
1:  input 𝐴, 𝑥(଴) 
2:  𝑖 ≔ 0 
3:  𝐵 ≔ 𝑀𝑎𝑝൫𝐹௫(೔) , 𝐴൯ 
4:  𝑠 ≔ 𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒(⨁, 𝐵) 
5:  𝑥(௜ାଵ) ≔ 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒൫𝑥(௜), 𝑠൯ 
6:  𝑖 ≔ 𝑖 + 1 
7:  if 𝑆𝑡𝑜𝑝𝐶𝑜𝑛𝑑(𝑥(௜), 𝑥(௜ିଵ)) goto 9 
8:  goto 2 
9:  output 𝑥(௜) 

10:  stop 

Рис. 20. Шаблон итерационного алгоритма в модели BSF. 

BSF-алгоритм должен быть представлен в виде операций над списками 

с использованием функций высшего порядка Map и Reduce, определяемым в 

формализме Бёрда-Миртенса (см. раздел 1.5). Общий шаблон итерационного 

алгоритма в модели BSF представлен на рис. 20. Переменная i  обозначает 

номер итерации; (0)x  – начальное приближение, ( )ix  – i-тое приближение 

(в качестве приближения может фигурировать число, вектор или другая про-

извольная структура данных); A  – список элементов некоторого множе-

ства  , представляющий собой исходные данные задачи; :xF    – пара-

метризованная функция (в качестве параметра фигурирует приближение x ), 

отображающая множество   в некоторое множество  ; B  – список элемен-

тов множества  , получающийся путем применения функции xF  к каждому 

элементу списка ;A    – некоторая бинарная ассоциативная операция над 

множеством  . На шаге 1 вводятся исходные данные задачи (список A ) и 

начальное приближение (0)x . На шаге 2 номер итерации устанавливается в 

значение 0. На шаге 3 вычисляется список B  как результат выполнения 

функции высшего порядка ( )( , )ix
Map F A . На шаге 4 вычисляется промежу-

точная переменная s , которая получается в результате выполнения  
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Алгоритм 3. Шаблон параллельной реализации итерационного алгоритма 
в модели BSF 

 Мастер  j-ый рабочий (j=1,…,K) 
1:  input 𝑥(଴) 1:  input 𝐴[௝] 
2:  𝑖 ≔ 0 2:  
3:  𝑆𝑒𝑛𝑑𝑇𝑜𝐴𝑙𝑙𝑊𝑜𝑟𝑘𝑒𝑟𝑠൫𝑥(௜)൯ 3:  𝑅𝑒𝑐𝑣𝐹𝑟𝑜𝑚𝑀𝑎𝑠𝑡𝑒𝑟൫𝑥(௜)൯ 
4:  4:  𝐵[௝] ≔ 𝑀𝑎𝑝൫𝐹௫(೔) , 𝐴[௝]൯ 
5:  5:  𝑠(௝) ≔ 𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒൫⨁, 𝐵[௝]൯ 
6:  𝑅𝑒𝑐𝑣𝐹𝑟𝑜𝑚𝑊𝑜𝑟𝑘𝑒𝑟𝑠൫[𝑠(ଵ), … , 𝑠(௄)]൯ 6:  𝑆𝑒𝑛𝑑𝑇𝑜𝑀𝑎𝑠𝑡𝑒𝑟(𝑠(௝)) 
7:  𝑠 ≔ 𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒൫⨁, [𝑠(ଵ), … , 𝑠(௄)]൯ 7:  
8:  𝑥(௜ାଵ) ≔ 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒൫𝑥(௜), 𝑠൯ 8:  
9:  𝑖 ≔ 𝑖 + 1 9:  

10:  if 𝑆𝑡𝑜𝑝𝐶𝑜𝑛𝑑(𝑥(௜), 𝑥(௜ିଵ)) goto 12 10:  
11:  goto 3 11:  goto 3 
12:  output 𝑥௜  12:  
13:  stop 13:  

Рис. 21. Шаблон параллельной реализации итерационного алгоритма в модели BSF. 

функции высшего порядка ( , )Reduce B . На шаге 5 выполняется пользова-

тельская функция Compute, которая на основе ( )ix  и s  вычисляет следующее 

приближение ( 1)ix  . На шаге 6 номер итерации i  увеличивается на единицу. 

На шаге 7 выполняется пользовательская булева функция StopCond с аргу-

ментами ( )ix  и ( 1)ix  , проверяющая условие завершения работы итерацион-

ного алгоритма. Если эта функция возвращает значение «истина», то проис-

ходит переход на шаг 9. На шаге 8 осуществляется безусловный переход на 

шаг 3 для выполнения очередной итерации. На шаге 9 в качестве результата 

выводится последнее полученное приближение. Шаг 10 останавливает ра-

боту алгоритма. 

Общий шаблон параллельной реализации итерационного алгоритма мо-

дели BSF представлен на рис. 21. Параллельная реализация включает в себя 

1K   потоков управления. Поток управления с номером 0  выполняется на 
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узле-мастере. Потоки 1, ,K  выполняются на узлах-рабочих, имеют иден-

тичный код, однако обрабатывают различные части [1] [ ], , KA A  списка A , 

формируя различные части [1] [ ], , KB B  списка B . Деление списка A  на под-

списки [1] [ ], , KA A  осуществляется таким образом, чтобы все они, возможно 

кроме последнего, имели равную длину. На шаге 3 мастер посылает, а рабо-

чие получают текущее приближение ( )ix . После этого j-тый рабочий выпол-

няет следующие действия: на шаге 4 вычисляет подсписок [ ]jB , применяя 

функцию ( )ix
F  к каждому элементу подсписка [ ]jA ; на шаге 5 считает частич-

ную «сумму» ( )js , «складывая» элементы подсписка [ ]jB  с помощью опера-

ции  ; на шаге 6 посылает вычисленное значение ( )js  мастеру. Отметим, что 

указанные шаги зависят только от локальных данных и выполняются всеми 

рабочими параллельно. При этом время, затрачиваемое рабочими с номе-

рами 1, , 1K   на выполнение шагов 4 и 5, будет одинаково, так как они 

обрабатывают списки равной длины. K -тый рабочий будет работать мень-

шее время, если длина исходного списка не кратна K . Мастер на шаге 6 по-

лучает значения ( )js  от всех рабочих и выполняет оставшиеся шаги итераци-

онного алгоритма. Отметим, что для корректной работы параллельного ал-

горитма 3 необходимо и достаточно, чтобы операция   была ассоциатив-

ной. Это следует из теоремы о гомоморфизме списков (см. раздел 1.5). В 

дальнейшем список A , являющийся аргументом функции Map , будем назы-

вать списком «Map», а список B , являющийся аргументом функции Reduce, 

будем называть списком «Reduce». 

Графическая иллюстрация работы BSF-программы приведена на 

рис. 22. В начале текущей итерации мастер пересылает всем рабочим данные 

текущей итерации. Рабочие выполняют шаги «Map» и «Reduce» для своей 

части исходного списка. Поскольку список делится на равные части по числу 
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Рис. 22. Иллюстрация работы BSF-программы  
с одним мастером M  и пятью рабочими 1 5, ,W W  

(жирными линиями обозначены локальные вычисления,  
тонкими линями со стрелками – пересылка данных,  
пунктирными линиями – границы одной итерации). 

рабочих, и рабочие выполняют один и тот же код, время их работы на одно-

родных процессорных узлах будет одинаковым. Это снимает проблему ба-

лансировки загрузки процессорных узлов. Во время вычислений, производи-

мых рабочими, мастер простаивает. По завершению вычислений рабочие 

направляют свои частичные результаты мастеру. Мастер не начинает их об-

работку, пока результаты не будут получены от всех рабочих. Тем самым 

выполняется барьерная синхронизация. После этого мастер выполняет Re-

duce над частичными результатами, полученными от рабочих, вычисляет 

очередное приближение и, если оно не удовлетворяет условию завершения, 

переходит к следующей итерации. Во время вычислений, производимых ма-

стером, рабочие простаивают. 

M W1 W2 W3 W4 W5 

Барьерная синхронизация 

Итерация 1

Барьерная синхронизация 

Итерация 2 
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2.3. Стоимостная метрика модели BSF 

Мы предполагаем, что временные затраты на инициализацию и завершение 

BSF-программы пренебрежимо малы по сравнению с затратами на выполне-

ние итерационного процесса. Стоимость итерационного процесса получа-

ется как сумма стоимостей отдельных итераций. Поэтому для оценки вре-

мени выполнения BSF-программы нам достаточно получить оценку времен-

ной стоимости одной итерации. Модель BSF включает в себя следующие ос-

новные стоимостные параметры в рамках одной итерации: 

K  – количество узлов-рабочих; 

st  – время, затрачиваемое мастером на передачу задания одному рабочему 

(без учета латентности); 

Mapt  – время выполнения одним рабочим функции Map для всего списка ис-

ходных данных A; 

pt  – время, затрачиваемое мастером на обработку полученных результа-

тов и проверку условия завершения; 

rt  – время, необходимое для передачи мастеру результата, полученного 

одним рабочим (без учета латентности); 

at  – время, необходимое для выполнения одной операции ⊕, являющейся 

параметром функции Reduce; 

l  – длина списка исходных данных A (совпадает с длиной списка B); 

L  – латентность (время пересылки сообщения длиной в 1 байт). 

Обозначим через 1T  время выполнения одной итерации алгоритма 3 

(рис. 21) системой из одного мастера и одного рабочего (см. рис. 23). Ис-

пользуя введенные стоимостные параметры, можно получить следующую 

оценку времени 1T : 

  1 2 1 .s r p Map aT L t t t t l t        (24) 
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Рис. 23. Схема работы алгоритма 3 (рис. 21) для  
конфигурации из одного мастера и одного рабочего. 

При l   формула (24) асимптотически приближается к следующей 

оценке: 

 1 2 .s r p Map aT L t t t t lt       (25) 

Обозначим через KT  время выполнения одной итерации алгоритма 3 систе-

мой из одного мастера и K  рабочих (см. рис. 24). Для времени KT  можно 

получить следующую оценку: 

  
  1

2 .
Map a

K s r a a p

t l t
T K L t t t t t

K

 
        (26) 

При длине списка l   формула (26) асимптотически приближается к сле-

дующей оценке: 

  2 .Map a
K s r a a p

t lt
T K L t t t t t

K


        (27) 

Ускорение a  как функция от K  в модели BSF вычисляется по формуле: 

 

 
1

2
( ) .

2

s r p Map a

Map aK
s r a a p

L t t t t ltT
a K

t ltT
K L t t t t t

K

    
 


     

 (28) 

При положительных значениях всех параметров и при 1K   функция, опре-

деляемая формулой (28), обладает следующими свойствами: 

Мастер Рабочий 

𝒙(𝒊) 
𝐿 + 𝑡௦  

𝐿 + 𝑡௥ 

𝑡ெ௔௣

𝐾
+ (𝑙 − 1)𝑡௔  𝑡௣ 

𝒔 
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Рис. 24. Схема работы 3 для конфигурации из одного мастера и K рабочих. 

1) (1) 1a  ; 

2) ( ) 0a K  ; 

3) 
1

lim ( )a K
K

 . 

Все указанные свойства непосредственно следуют из формулы (28) и не тре-

буют доказательства. С содержательной точки зрения свойство 1) соответ-

ствует реальности: ускорение на одном процессорном узле должно быть 

равно 1. Свойство 2) также подтверждает адекватность формулы (28), так как 

ускорение – всегда величина положительная. Свойство 3) говорит, что при 

очень малых значениях параметров Mapt , at  и pt , определяющих суммарный 

объем вычислений, формула (28) на интервале [1; )  вырождается в моно-

тонно убывающую функцию ( ) 1a K K , не имеющую максимума внутри 

указанного интервала. Это означает, что модель BSF не применима для ал-

горитмов, в которых время, затрачиваемое на пересылку данных, несоизме-

римо больше времени, затрачиваемого на вычисления. Главное свойство 

формулы (28) сформулируем в виде следующей теоремы о границе масшта-

бируемости BSF-алгоритма. 

Мастер Рабочий 2 

𝒙(𝒊) 

𝐿 + 𝑡௦ 

𝒔(𝑲) 

𝐿 + 𝑡௥  

𝑡ெ௔௣

𝐾
+ ൬

𝑙

𝐾
− 1൰ 𝑡௔ 

Рабочий 1 
𝑡ெ௔௣

𝐾
+ ൬

𝑙

𝐾
− 1൰ 𝑡௔  

Рабочий K 𝑡ெ௔௣

𝐾
+ ൬

𝑙

𝐾
− 1൰ 𝑡௔  

… 

𝒔(𝟐) 

𝐿 + 𝑡௥  

𝒙(𝒊) 

𝐿 + 𝑡௦ 

𝒙(𝒊) 

𝐿 + 𝑡௦ 

𝒔(𝟏) 

𝐿 + 𝑡௥  
𝐾 

(𝐾 − 1)𝑡௔ 

𝑡௣ 
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Теорема 2. Пусть все параметры в формуле (28) положительны. То-

гда функция ( )a K , определяемая формулой (28), имеет единственный экс-

тремум на интервале (1; ) , являющийся максимумом. 

Доказательство. Для нахождения точек экстремума функции (28) 

найдем производную ускорения по K : 

 
 

 

2

2

2 2

( ) .

2

Map a
s r p Map a s r a

Map a
s r a a p

t lt
L t t t t lt L t t t

K
a K

t lt
K L t t t t t

K

 
           

  
 

      
 

 (29) 

Уравнение 

 
 

 

2

2

2 2

0.

2

Map a
s r p Map a s r a

Map a
s r a a p

t lt
L t t t t lt L t t t

K

t lt
K L t t t t t

K

 
           

  
 

      
 

 (30) 

имеет только один корень на интервале [ , )K  : 

 0 .
2

Map a

s r a

t lt
K

L t t t




  
 (31) 

Несложно увидеть, что на интервале 0[1, )K  производная ( )a K , вычисляемая 

по формуле (29), принимает только положительные значения, а на интервале 

0( , )K   – только отрицательные. Следовательно, значение ( )a K  достигает 

максимума в точке 0K . Теорема доказана. 

Таким образом мы получаем, что граница масштабируемости 

BSF-алгоритма может быть оценена по следующей формуле: 

 .
2

Map a
MAX

s r a

t lt
K

L t t t




  
 (32) 
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2.4. Выводы по главе 2 

Во второй главе дано описание новой модели параллельных вычислений 

BSF. Модель BSF ориентирована на итерационные алгоритмы с высокой вы-

числительной сложностью, выполняемые на больших вычислительных кла-

стерах. Описаны все основные компоненты модели, перечисленные в раз-

деле 1.2. Модель BSF требует представления алгоритма в виде операций над 

списками с использованием функций высшего порядка Map и Reduce. По-

строена стоимостная метрика, на основе которой получена аналитическая 

формула для оценки ускорения BSF-алгоритма. Доказана теорема о границе 

масштабируемости BSF-алгоритма. Указанная теорема дает формулу для 

аналитической оценки верхней границы масштабируемости. Ни одна из из-

вестных моделей параллельных вычислений такой оценки получить не поз-

воляет. Результаты этой главы опубликованы в работах [174,177,178]. 
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ГЛАВА 3. ПРОГРАММНАЯ ПОДДЕРЖКА МОДЕЛИ BSF 

В данной главе, в разделе 3.1 описывается структура параллельного BSF-кар-

каса на языке C++, используемого для быстрого создания BSF-программ. 

В разделе 3.2 описывается визуальный конструктор BSF-программ. 

3.1. BSF-каркас 

Для быстрого создания BSF-программ на языке C++ в рамках диссертацион-

ного исследования был разработан параллельный BSF-каркас, ориентиро-

ванный на кластерные вычислительные системы. Для организации обменов 

сообщениями между процессорными узлами используется программный ин-

терфейс MPI [70–72]. BSF-каркас спроектирован таким образом, что он до-

пускает поэтапное заполнение проблемно-зависимых частей, и при этом 

компилируется на всех этапах разработки. Исходные тексты BSF-каркаса 

свободно доступны в сети Интернет по адресу https://github.com/nadezhda-

ezhova/BSF-MR. Заполненный BSF-каркас компилируется и компонуется 

вместе с библиотеками MPI и OpenMP в один исполняемый файл, который 

запускается как MPI-процесс на указанном количестве узлов в указанном ко-

личестве экземпляров. 

3.1.1. Файловая структура каркаса 

BSF-каркас состоит из двух групп файлов:  

1) файлы с префиксом «BSF» содержат проблемно-независимый код и 

не подлежат изменениям со стороны пользователя; 

2) файлы с префиксом «Problem» предназначены для заполнения пользо-

вателем проблемно-зависимых частей программы. 
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Табл. 4. Файлы исходного кода BSF-каркаса. 

Файл Описание 

Проблемно-независимый код 

BSF-Code.cpp Реализации головной функции main и всех про-
блемно-независимых функций 

BSF-Data.h Проблемно-независимые переменные и струк-
туры данных 

BSF-Forwards.h Предописания проблемно-независимых функ-
ций 

BSF-Include.h Включение проблемно-независимых библиотек 
(iostream, mpi.h, omp.h) 

BSF-ProblemFunctions.h Предописания предопределенных функций с 
проблемно-зависимой реализацией 

BSF-Types.h Определения проблемно-независимых типов 

Проблемно-зависимый код 

Problem-bsfCode.cpp Реализация предопределенных проблемно-зави-
симых функций 

Problem-bsfParameters.h Предопределенные проблемно-зависимые пара-
метры 

Problem-bsfTypes.h Предопределенные проблемно-зависимые типы 

Problem-Data.h Проблемно-зависимые переменные и структуры 
данных 

Problem-Forwards.h Предописания проблемно-зависимых функций 

Problem-Include.h Включение проблемно-зависимых библиотек 

Problem-Parameters.h Проблемно-зависимые параметры 

Problem-Types.h Проблемно-зависимые типы 

Описания всех файлов исходного кода приведены в табл. 4. Граф зависимо-

стей файлов BSF-каркаса по включению с помощью директивы #include при-

веден на рис. 25. Серым закрашены файлы, в которых пользовательские из-

менения не допускаются; узорной штриховкой обозначены файлы с пред-

определенными заголовками определений, тело которых должен заполнить  
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Рис. 25. Граф зависимостей файлов BSF-каркаса по включению #include. 

пользователь; белый фон соответствует файлам, полностью заполняемым 

пользователем. Порядок заполнения BSF-каркаса приведен в файле 

ReadMe.pdf, доступном по адресу https://github.com/nadezhda-ezhova/BSF-

MR. 

Файл Problem-bsfParameters.h содержит следующие предопределен-

ные константы (#define), используемые в BSF-Code.cpp, значения которых 

устанавливает пользователь: 

 PP_BSF_PRECISION: задает количество значащих цифр (ширину 

поля вывода) для чисел с плавающей точкой; 

 PP_BSF_ITER_OUTPUT: если указанный #define определен, то будет 

выполняться вывод результатов итераций с определенным шагом, за-

даваемым константой PP_BSF_TRACE_COUNT; 

 PP_BSF_TRACE_COUNT: задает частоту вывода результатов итера-

ций, например, если указано значение 10, то будет выводиться ре-

зультат каждой десятой итерации (если определен #define 

PP_BSF_ITER_OUTPUT); 

BSF-Code.cpp Problem-bsfCode.cpp 

BSF-Forwards.h 

Problem-Forwards.h BSF-Types.h 

Problem-Parameters.h 

BSF-ProblemFunctions.h 

Problem-Types.h 

BSF-Data.h Problem-Include.h 

Problem-bsfTypes.h 

BSF-Include.h 

Problem-Data.h 

Problem-bsfParameters.h 
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 PP_BSF_OMP: если указанный #define определен, то будет включена 

#pragma omp parallel for перед циклом, реализующим функцию Map; 

 PP_BSF_NUM_THREADS: указывает количество потоков управления, 

в директиве #pragma omp parallel (если константа 

PP_BSF_NUM_THREADS не определена, то запускается количество 

потоков, определенное по умолчанию). 

Файл Problem-bsfTypes.h включает в себя заголовки описаний (описа-

ния с пустым телом) трех предопределенных структурных типов: 

 PT_bsf_data_T: описывает структуру данных, передаваемых каждому 

рабочему для выполнения очередной итерации (может содержать те-

кущее приближение и другие параметры); 

 PT_bsf_mapElem_T: описывает структуру элемента списка «Map»; 

 PT_bsf_reduceElem_T: описывает структуру элемента списка 

«Reduce». 

Файл BSF-ProblemFunctions.h включает в себя предописания (фор-

варды) следующих предопределенных пользовательских функций, которые 

должны быть реализованы в файле Problem-bsfCode.cpp: 

 PC_bsf_AssignListSize(int* listSize): присваивает переменной *listSize 

длину списка «Map» (совпадает с длиной списка «Reduce»); 

 PC_bsf_CopyData(PT_bsf_data_T* dataIn, PT_bsf_data_T* dataOut): 

копирует данные из структуры *dataOut в структуру *dataIn; 

 PC_bsf_IterOutput(PT_bsf_reduceElem_T* reduceResult, int count, 

PT_bsf_data_T data, int iterCount, double elapsedTime): выводит ре-

зультаты итерации, используя в качестве параметров reduceResult – 

результат выполнения функции Reduce над всем списком; count – ко-
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личество элементов, участвовавших в Reduce; data – задание, выпол-

ненное на данной итерации; iterCount – количество выполненных ите-

раций; elapsedTime – общее время, затраченное на решение задачи. 

 PC_bsf_Init(bool* success): выделяет память для проблемно-зависи-

мых структур данных и выполняет их инициализацию; если необхо-

димую память выделить не удалось, переменной *success должно 

быть присвоено значение false; 

 PC_bsf_MapF(PT_bsf_mapElem_T* mapElem, PT_bsf_reduceElem_T* 

reduceElem, PT_bsf_data_T* data, int* success): вычисляет функцию F, 

являющуюся параметром оператора Map, используя аргументы 

*mapElem – элемент списка «Map», над которым выполняется функ-

ция F; *reduceElem – элемент списка «Reduce», которому должно 

быть присвоено значение функции F; *data – задание, содержащее те-

кущее приближение; параметру *success должно быть присвоено зна-

чение 0, если полученный элемент списка «Reduce» должен игнориро-

ваться при выполнении операции Reduce. 

 PC_bsf_ParametersOutput(int numOfWorkers, PT_bsf_data_T data): вы-

водит начальные параметры задачи, используя аргументы 

numOfWorkers – количество процессов-рабочих и data – начальное за-

дание, содержащее начальное приближение; 

 PC_bsf_ProblemOutput(PT_bsf_reduceElem_T* reduceResult, int count, 

PT_bsf_data_T data, int iterCount, double t): выводит конечные резуль-

таты работы программы, используя аргументы *reduceResult – резуль-

тат выполнения оператора Reduce, count количество элементов «сум-

мированных» при выполнении оператора Reduce, data – последнее 

задание (последнее приближение), t – общее время работы 

программы; 

 PC_bsf_ProcessResults(bool* exit, PT_bsf_reduceElem_T* reduceResult, 

int count, PT_bsf_data_T* data): обрабатывает результаты, полученные 
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в результате выполнения очередной итерации, используя аргументы 

*reduceResult – результат выполнения оператора Reduce, count коли-

чество элементов «суммированных» при выполнении оператора Re-

duce, data – последнее задание (последнее приближение); если 

вычисления необходимо продолжить, переменной *exit присваивается 

значение true, в противном случае – false; 

 PC_bsf_ReduceF(PT_bsf_reduceElem_T* x, PT_bsf_reduceElem_T* y, 

PT_bsf_reduceElem_T* z): реализует функцию, являющуюся аргумен-

том оператора Reduce, по формуле :z x y  . 

 PC_bsf_SetInitApproximation(PT_bsf_data_T* data): записывает в *data 

начальное задание (начальное приближение); 

 PC_bsf_SetMapSubList(PT_bsf_mapElem_T* subList, int count, int offset, 

bool* success): заполняет подсписок списка «Map», используя аргу-

менты *subList – указатель на первый элемент подсписка, count – 

длина подсписка, offset – сдвиг, относительно начала списка; если у 

элемента списка «Map» имеются поля типа указатель, то необходимо 

выделить память под вектор, матрицу или другую структуру; если 

обнаружена нехватка памяти, переменной *success необходимо 

присвоить значение false. 

Файл BSF-Types.h содержит определения двух проблемно-независи-

мых структурных типов: BT_order_T и BT_extendedReduceElem_T. Структур-

ный тип BT_order_T определяет структуру задания, пересылаемого мастером 

рабочим, и включает в себя два поля: data типа PT_bsf_data_T, определяе-

мого в файле Problem-bsfTypes.h (см. стр. 89), и exit типа char. Если поле exit 

содержит двоичное значение 1, то процессы-рабочие должны завершить 

свою работу. Структурный тип BT_extendedReduceElem_T определяет струк-

туру элемента расширенного списка «Reduce» и включает в себя два поля: 

elem типа PT_bsf_reduceElem_T, определяемого в файле Problem-bsfTypes.h 
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(см. выше), и counter типа int. До выполнения оператора Reduce в поле coun-

ter может находиться значение 1, либо 0. Значение 0 означает, что данный 

элемент должен быть проигнорирован при выполнении оператора Reduce. 

Значение 1 означает, что данный элемент должен быть учтен при выполне-

нии оператора Reduce. После выполнения оператора Reduce над списком 

(подсписком) в поле counter результирующего элемента заносится количе-

ство учтенных исходных элементов. 

Файл BSF-Data.h содержит определения проблемно-независимых пе-

ременных и структур данных. В число переменных входят следующие: 

 BD_listSize: длина списка «Map» (совпадает с длиной списка 

«Reduce»); 

 BD_size: количество MPI-процессов; 

 BD_rank: номер текущего MPI-процесса; 

 BD_masterRank: номер процесса-мастера (равен 𝐵𝐷_𝑠𝑖𝑧𝑒 − 1); 

 BD_numOfWorkers: количество процессов-рабочих (равно 𝐵𝐷_𝑠𝑖𝑧𝑒 −

1); 

 BD_elemsPerWorker: количество элементов списка, приходящихся на 

одного рабочего (равно ⌊𝐵𝐷_𝑙𝑖𝑠𝑡𝑆𝑖𝑧𝑒 ∕ 𝐵𝐷_𝑛𝑢𝑚𝑂𝑓𝑊𝑜𝑟𝑘𝑒𝑟𝑠⌋; 

 BD_tailLength: длина остатка списка после деления на число рабочих 

(равно 𝐵𝐷_𝑙𝑖𝑠𝑡𝑆𝑖𝑧𝑒 − 𝐵𝐷_𝑒𝑙𝑒𝑚𝑠𝑃𝑒𝑟𝑊𝑜𝑟𝑘𝑒𝑟 ⋅ 𝐵𝐷_𝑛𝑢𝑚𝑂𝑓𝑊𝑜𝑟𝑘𝑒𝑟𝑠); 

 BD_exit: индикатор завершения вычислений; 

 BD_success: индикатор успешного выполнения инициализации; 

 BD_t: время, затраченное на вычисления (не учитываются ввод/вывод 

данных и инициализация); 

 BD_iterCount: количество выполненных итераций. 

В число структур данных входят следующие: 

 BD_data: структура, в которой формируется данные, необходимые ра-

бочим для выполнения очередной итерации; 
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 BD_mapSubList: указатель на подсписок, обрабатываемый рабочим 

(используется только процессами-рабочими); 

 BD_extendedReduceList: указатель на расширенный список «Reduce»; 

 BD_extendedReduceResult_P: указатель на структуру, в которой вы-

числяется результирующий элемент при выполнении оператора Re-

duce над расширенным списком «Reduce»; 

 BD_order: указатель на структуру, в которой формируется задание 

для рабочего; 

 BD_status: указатель на массив системных MPI-структур 

«MPI_Status», содержащих параметры сообщений для каждого рабо-

чего; 

 BD_request: указатель на массив системных MPI-переменных, содер-

жащий идентификаторы асинхронных обменов по числу процессов-

рабочих (используется только процессом-мастером); 

 BD_subListSize: указатель на массив целых чисел, содержащий раз-

меры подсписков для всех рабочих; 

 BD_offset: указатель на массив целых чисел, содержащий для каждого 

рабочего сдвиг его подсписка относительно начала общего списка. 

Файл BSF-Code.cpp включает в себя реализацию головной функции 

main и реализации следующих проблемно-независимых функций: 

 BC_MpiRun выполняет инициализацию MPI и соответствующих пере-

менных; 

 BC_Init выделяет необходимую память для структур данных, инициа-

лизирует переменные и заполняет список «Map» исходными дан-

ными; 

 BC_Master реализует процесс, выполняемый на узле-мастере; 

 BC_Worker реализует процесс, выполняемый на узлах-рабочих; 

 BC_MasterMap реализует шаг «Map» на узле-мастере; 



94 

 BC_MasterReduce реализует шаг «Reduce» на узле-мастере; 

 BC_MpiRun осуществляет инициализацию MPI; 

 BC_WorkerMap реализует шаг «Map» на узлах-рабочих; 

 BC_WorkerReduce реализует шаг «Reduce» на узлах-рабочих; 

 BC_ProcessExtendedReduceList обрабатывает указанную часть списка 

«Reduce». 

Файл BSF-Include.h подключает с помощью директивы #include необ-

ходимые системные библиотеки. Файл BSF-Forwards.h содержит предопи-

сания функций, реализуемых в файле BSF-Code.cpp. Файл Problem-

bsfCode.cpp содержит реализации проблемно-зависимых функций, предопи-

сания которых находятся в файле BSF-ProblemFunctions.h (см. стр. 89). Файл 

Problem-Include.h подключает с помощью директивы #include системные 

библиотеки, необходимые для реализаций проблемно-зависимых функций. 

Файл Problem-Forwards.h содержит предописания пользовательских функ-

ций, используемых для реализации предопределенных проблемно-зависи-

мых функций. Файл Problem-Types.h содержит определения пользователь-

ских типов данных. Файл BSF-Types Problem-Data.h содержит определения 

пользовательских глобальных переменных и структур данных. Файл 

Problem-Parameters.h содержит определения проблемно-зависимых кон-

стант. 

3.1.2. Логика работы каркаса 

Кратко опишем общую логику работы каркаса. Головная функция main вы-

зывает функцию BC_MpiRun, которая выполняет инициализацию MPI и 

определяет значения переменных: 

 BD_size: количество запущенных MPI-процессов (не может быть 

меньше двух); 

 BD_rank: номер собственного MPI-процесса. 
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Затем вызывается функция BC_Init, которая выделяет необходимую память 

и определяет значения проблемно-независимых глобальных переменных и 

структур данных, определенных в файле BSF-Data.h (см. стр. 92). Если хотя 

бы в одном MPI-процессе не удалось выделить необходимую память, про-

цесс-мастер выводит в глобальный поток cout диагностическое сообщение 

«Error: PC_bsf_Init failed (not enough memory)!», и все MPI-процессы закан-

чивают свою работу. Если выделение памяти и инициализация прошли 

успешно, то процесс с номером BD_masterRank выполняет функцию 

BC_Master, а остальные процессы выполняют функцию BC_Worker. 

Функция BC_Master реализует алгоритм работы мастера. Сначала вы-

водятся параметры задачи с помощью функции PC_bsf_ParametersOutput. 

Затем организуется основной итерационный цикл. В ходе каждой итерации 

выполняются следующие действия: 

1) вызывается функция BC_MasterMap, пересылающая всем рабочим в 

асинхронном режиме (с помощью функции MPI_Isend) задание для 

очередной итерации; 

2) вызывается функция BC_MasterReduce, получающая от всех рабочих 

в асинхронном режиме (с помощью функции MPI_Irecv) результат 

выполнения оператора Reduce на подсписках; 

3) вызывается предопределенная проблемно-зависимая функция 

PC_bsf_ProcessResults, проверяющая критерий завершения, вычисля-

ющая очередное приближение и формирующая задание для следую-

щей итерации; 

4) если определен #define PP_BSF_ITER_OUTPUT, выводятся резуль-

таты итерации. 

Основной итерационный цикл завершается, когда в переменную BD_exit 

функция PC_bsf_ProcessResults поместит значение false. В этом случае вы-
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полняется функция BC_MasterMap с параметром false, приводящая к завер-

шению процессов-рабочих. После этого происходит вывод результатов с по-

мощью предопределенной проблемно-зависимой функции 

PC_bsf_ProblemOutput, после чего функция BC_Master завершает свою ра-

боту. 

Функция BC_Worker, реализует алгоритм работы рабочего, выполняя 

в цикле последовательно две функции: BC_WorkerMap и BC_WorkerReduce. 

Выход из этого цикла происходит, когда функция BC_WorkerMap вернет зна-

чение false. Функция BC_WorkerMap выполняет следующие действия: 

1) в синхронном режиме (с помощью функции MPI_Recv) получает от 

мастера задание для выполнения очередной итерации; 

2) если поле exit в полученном задании содержит значение true, проис-

ходит выход из функции; 

3) применяет предопределенную проблемно-зависимую функцию 

PC_bsf_MapF ко всем элементам своего подсписка «Map», помещая 

результаты в расширенный список «Reduce». 

Функция BC_WorkerReduce выполняет следующие действия: 

1) выполняет оператор Reduce для своей части расширенного списка 

«Reduce» с помощью функции BC_ProcessExtendedReduceList, кото-

рая помещает результат в структуру с указателем 

extendedReduceResult_P; 

2) пересылает в синхронном режиме (с помощью функции MPI_Send) 

полученный результат мастеру. 

3.2. Визуальный конструктор BSF-программ 

В данном разделе описывается процесс проектирования и реализации про-

граммной системы BSF-Studio для быстрого создания корректных BSF-про-
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грамм на языке C++ с использованием описанного в разделе 3.1 параллель-

ного каркаса. Основными функциональными возможностями BSF-Studio яв-

ляются следующие: 

 пошаговое заполнение проблемно-зависимых частей BSF-каркаса; 

 инкрементная (после каждого шага) компиляция программного кода в 

облачной среде, поддерживающей технологии параллельного про-

граммирования OpenMP [119] и MPI [71], с выводом диагностических 

сообщений компилятора; 

 запуск скомпилированного исполняемого кода в облачной среде, под-

держивающей технологии параллельного программирования OpenMP 

и MPI, с выводом результатов выполнения; 

 загрузка отлаженного исходного кода. 

Программная система BSF-Studio представляет собой веб-приложение 

с клиент-серверной архитектурой. Клиентская часть представляет собой од-

ностраничное приложение (Single Page Application) [120], серверная часть – 

Docker-контейнер [195], в котором запускается приложение, выполняющее 

по запросу компиляцию и запуск программы, и возвращающее результат. 

Связь между клиентом и севером осуществляется посредством 

REST API [10]. 

3.2.1. Проектирование и реализация клиентской части 

Интерфейс клиента BSF-Studio представляет собой мастер (wizard) для за-

полнения BSF-каркаса. Процесс работы мастера разбивается на следующие 

шаги: 

1) определение константных параметров модели BSF и параметров за-

дачи (размерность, число уравнений и др.); 

2) определение типов данных текущего приближения и элементов спис-

ков «Map» и «Reduce»; 
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3) определение пользовательских переменных и структур данных; 

4) реализация пользовательских функций. 

Указанные шаги реализуются путем последовательного заполнения 

HTML-форм, содержащих текстовые поля для заполнения соответствующих 

фрагментов программного кода. 

Реализация интерфейса выполнена с помощью JavaScript-библиотеки 

React с открытым исходным кодом [13]. React позволяет создавать интерак-

тивные пользовательские интерфейсы на основе компонентного подхода: 

фрагменты веб-приложения (компоненты) инкапсулируются и используются 

независимо друг от друга. А за счет большого количества библиотек с от-

крытым исходным кодом, предоставляющих готовые React-компоненты, 

разработка приложений сводится к подбору, подключению и использованию 

сторонних модулей. 

Для работы с данными использовалась библиотека Redux [13]. Redux 

берет на себя функции записи, хранения, организации доступа к данным из 

любого React-компонента. Для реализации HTML-форм использовалась биб-

лиотека Redux Form [129]. Redux Form предоставляет готовые компоненты и 

программную обвязку для реализации HTML-форм и хранения их данных с 

использованием Redux. Для реализации текстовых полей, предназначенных 

для работы с программным кодом, использовалась библиотека React 

Ace [81]. Она предоставляет компонент, в котором реализовано оформление 

текста в зависимости от языка программирования, выбранного из предостав-

ляемого списка, нумерация строк, настраиваемые панели инструментов. 

По нажатию на кнопки «Compile» и «Run» программный код компону-

ется в файлы и отправляется посредством HTTP-запроса на сервер, где про-

исходит объединение пользовательских файлов и файлов BSF-каркаса и вы-

полняется их компиляция и/или запуск. Результаты компиляции и запуска 

отображаются в интерфейсе веб-приложения. По нажатию на кнопку 

«Download» формируются и загружаются файлы BSF-каркаса. 
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3.2.2. Проектирование и реализация серверной части 

Для разработки серверной части приложения BSF-Studio использована тех-

нология Docker [108], которая обеспечивает возможность развертывания 

приложения на базе контейнерной виртуализированной среды. Это позво-

лило создать виртуальное окружение, максимально приближенное к окруже-

нию кластерной вычислительной системы. Данный подход позволяет развер-

нуть серверную часть приложения BSF-Studio в рамках любой операционной 

системы и аппаратного обеспечения, а также упростить процесс развертыва-

ния. 

Docker предполагает написание сценария, который содержит последо-

вательные инструкции по настройке окружения. В результате выполнения 

этого сценария строится виртуальный образ, эмулирующий описанное окру-

жение. В рамках этого Docker-сценария необходимо описать на основе какой 

операционной системы будет функционировать образ, какие подсистемы и 

библиотеки должны быть установлены, а также произведена настройка и 

подготовка образа к функционированию приложения внутри него. 

Для решения поставленных задач было взято наиболее компактное 

ядро Linux Alpine [108], содержащее минимальный необходимый набор про-

грамм, который позволяет операционной системе функционировать. В каче-

стве компилятора был выбран GNU C Compiler (GCC) [136]. Помимо этого, 

были установлены библиотеки параллельного программирования OpenMP  и 

MPICH [189]. Для проверки корректности установки и функционирования 

всех необходимых элементов при сборке образа производится тестовая ком-

пиляция нескольких проектов. 

Далее необходимо выбрать технологии и средства реализации непо-

средственно серверного приложения, которое будет осуществлять сборку 

предоставленного пользователем исходного кода и возвращать результат 

компиляции посредством REST API. 
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Серверное приложение разработано на базе программной платформы 

Node.js, предоставляющей JavaScript-окружение и веб-фреймворка 

Express.js, который занимается обработкой входящих запросов, и выполняет 

функции веб-сервера [24]. Также использовались следующие библиотеки:  

 Express-request-id – модуль для Express, который позволяет получать 

параметры из строки запроса [152].  

 ShellJS – библиотека, которая позволяет вызывать команды операци-

онной системы [52].  

 Multer – библиотека, которая позволяет фреймворку Express прини-

мать и отправлять файлы [159]. 

Для автоматизации развертывания контейнеризованных приложений 

клиентской и серверной частей BSF-Studio создан кластер на основе системы 

Kubernetes [81]. 

BSF-Studio-API работает согласно следующему алгоритму. Импорти-

руются необходимые библиотеки и модули: Express, express-request-id, 

ShellJS, Multer. Далее формируются пути до рабочих директорий для теку-

щего запроса и для приложения. Происходит инициализация экземпляра веб-

сервера Express и хранилища, в котором будут находиться полученные в те-

кущем запросе файлы и их именование, и инициализация экземпляра Multer. 

Модуль Express-Request-Id подключается к веб-серверу Express и происхо-

дит его запуск. Далее веб-сервер ожидает HTTP-запрос на компиляцию и за-

пуск программного кода. Такой запрос должен содержать файлы проблемно-

зависимой части кода для BSF-каркаса, а также имя модели (BSF-MR, 

BSF-M) в качестве параметров. При получении запроса происходит его об-

работка и загрузка присланных файлов и файлов каркаса в рабочую дирек-

торию. Далее выполняется компиляция, результаты отправляются клиенту в 

формате JSON, рабочая директория удаляется. 

Исходные тексты BSF-Studio свободно доступны в сети Интернет: 

 серверная часть: https://github.com/ezhova-nadezhda/BSF-Studio-API; 
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 клиентская часть: https://github.com/ezhova-nadezhda/BSF-Studio. 

3.3. Выводы по главе 3 

В третьей главе была описана программная поддержка модели BSF. Она 

включает в себя параллельный BSF-каркас и веб-приложение BSF-Studio. 

Параллельный BSF-каркас представляет собой совокупность файлов исход-

ного кода на языке C++, используемых для быстрого создания 

BSF-программ. BSF-каркас содержит реализацию всех проблемно-независи-

мых функций, организующих параллельное выполнение программы с ис-

пользованием библиотек MPI и OpenMP. Он также содержит определения 

(заголовки) проблемно-зависимых функций, реализуемых пользователем. 

Отличительной особенностью BSF-каркаса является то, что он предполагает 

поэтапное заполнение пользовательской части исходных кодов и при этом 

компилируется на всех этапах. Веб-приложение BSF-Studio представляет со-

бой визуальный конструктор BSF-программ. BSF-Studio обеспечивает по-

этапное заполнение проблемно-зависимых частей программного кода, ком-

пиляцию и запуск приложения в облачной среде. Результаты, приведенные в 

этой главе, опубликованы в статье [179]. 
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ГЛАВА 4. ВЕРИФИКАЦИЯ МОДЕЛИ BSF 

В данной главе представлены результаты по верификации модели BSF. 

В разделе 4.1 описывается верификация путем имитационного моделирова-

ния работы вычислительно-сложного итерационного алгоритма на кластер-

ной вычислительной системе с использованием библиотеки MPI. В раз-

деле 4.2 проверка адекватности модели BSF выполняется на основе итераци-

онного алгоритма Якоби для систем линейных алгебраических уравнений 

(СЛАУ). В разделе 4.3 исследуется адекватность модели BSF путем ее при-

менения для решения гравитационной задачи. 

4.1. Имитационное моделирование BSF-алгоритма 

Чтобы проверить адекватность стоимостной метрики модели BSF, был раз-

работан и реализован эмулятор BSF-программ на языке C++ с использова-

нием библиотеки MPI. Исходный код эмулятора свободно доступен на по 

адресу https://github.com/nadezhda-ezhova/BSF-simulator. Эмулятор исполь-

зует схему программирования SPMD (Single Program – Multiple 

Data) [44,142] и включает в себя два вида секций: секции мастера, и секции 

рабочего. Секции мастера выполняются, если функция MPI_Comm_rank воз-

вращает ноль. Секция рабочего выполняется, если функция MPI_Comm_rank 

возвращает значение больше нуля. Задание представляет собой символьную 

строку фиксированной длины, передаваемую от мастера к рабочим командой 

MPI_Isend. Рабочий считывает данные командой MPI_Irecv. Обработка за-

дачи моделируется путем вызова функции usleep(tv), которая приводит к при-

остановке рабочего MPI-процесса до выполнения указанного количества 

микросекунд в реальном времени. После обработки мастер и все рабочие вы-

полняют глобальную барьерную синхронизацию с помощью команды 

MPI_Barrier. Затем рабочие посылают мастеру символьную строку  

 



103 

Табл. 5. Значения стоимостных параметров модели BSF. 

Параметр Семантика 
Значение 

(сек.) 

tr Время, необходимое для передачи результата мастеру от 
рабочего (без учета латентности) 

0.01 

tp Время обработки мастером результатов, полученных от 
рабочих 

4.99 

tw Время выполнения задания бригадой из одного рабочего 500 

L Затраты на инициализацию операции передачи сообщения 
(латентность) 

2·10-5 

определенной длины с использованием команды MPI_Send. Мастер считы-

вает результаты командой MPI_Recv. Синхронизация выполняется командой 

MPI_Waitall. Далее мастер моделирует обработку результатов, вызывая 

функцию usleep(tp), которая приводит к приостановке мастер-MPI-процесса 

до выполнения указанного количества микросекунд в реальном времени. 

Для верификации формулы вычисления ускорения был введен параметр 

 lg /w sv t t , связывающий время tw, необходимое для выполнения задания 

бригадой из одного рабочего, и время ts, необходимое для посылки задания 

рабочему (без учета латентности). Исследовались следующие значения па-

раметра v : 4, 4.5 и 6. Кривые ускорения, полученные аналитически путем 

использования формулы ускорения модели BSF, сравнивались с кривыми, 

полученными в результате численных экспериментов, выполненных с помо-

щью эмулятора BSF-программ. Используемые значения параметров стои-

мостной метрики модели BSF приведены в табл. 5. Значение латентности L 

было получено экспериментально как время передачи сообщения в один 

байт с помощью функций MPI_Send и MPI_Recv. Значение rt  соответствует 

пересылке сообщения длиной 14 Мб. Значения параметра st  зависят от v  

и wt . Эта зависимость определяется формулой ts=10-vtw. Соответствующие 

значения параметра st  были получены варьированием длины задания 

(см. табл. 6). 
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Табл. 6. Параметры экспериментов. 

v  st  (сек.) Объем данных 

4 0.0206978 60 MB 

4.5 0.0158160 6 MB 

6 0.00048 200 KB 

С помощью эмулятора верифицировалась следующая обобщенная 

формула ускорения модели BSF [174]: 

 
2 10

( ) .
(2 10 )

v
w r p w

v
w r p w

L t t t t
a K

K L t t t t K





   


   
 (33) 

Все численные эксперименты проводились на суперкомпьютере «Тор-

надо-ЮУрГУ» [93]. Результаты верификации формулы (33), представленные 

на рис. 26, показывают, что стоимостная метрика модели BSF достаточно хо-

рошо предсказывает экспериментальные результаты, полученные с помо-

щью эмулятора BSF-программ. При этом точность аналитических оценок 

ускорения возрастает с увеличением значения параметра v . 

 
(а) 

 
(б) 

Рис. 26. Верификация формулы для вычисления ускорения:  
(а) графики, полученные на основе формулы (33); 

(б) графики, полученные экспериментально. 
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4.2. Метод Якоби для СЛАУ 

4.2.1. Построение алгоритма Jacobi-BSF 

Итерационный метод Якоби [137] решения СЛАУ был впервые описан 

немецким математиком Карлом Густавом Якоби в работе [83]. Практическое 

применение метода Якоби стало возможным в связи с появлением ЭВМ [65]. 

Научный интерес к методу Якоби не утрачен до сих пор (см., напри-

мер, [1,167]). Дадим краткое описание метода Якоби. Пусть в евклидовом 

пространстве n  задана совместная система линейных неравенств в матрич-

ном виде: 

 ,Ax b  (34) 

где 

 
11 1

1 1

1

; ( , , ); ( , , ).
n

n n

n nn

a a

A x x x b b b

a a

 
    
 
 


    


 

Предполагается, что 0iia  , для всех 1, ,i n  . Определим матрицу 

 
11 1

1

n

n nn

c c

C

c c

 
   
 
 


  


 

следующим образом: 

 
, ;

.
0, .

ij

ii
ij

a
j i

ac
j i

     

 

Определим вектор 1( , , )nd d d  : i i iid b a . 

Метод Якоби нахождения приближенного решения системы (34) со-

стоит из следующих шагов: 

Шаг 1. : 0k  ; (0) :x d . 

Шаг 2. ( 1) ( ):k kx Cx d   . 
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Шаг 3. Если 
2( 1) ( )k kx x    , перейти на шаг 5. 

Шаг 4. : 1k k  ; перейти на шаг 2. 

Шаг 5. Стоп. 

В качестве начального приближения (0)x  в методе Якоби может быть взят 

произвольный вектор в n . На шаге 1 в качестве начального приближения 

(0)X  берется вектор .d  На шаге 3 в критерии завершения используется ев-

клидова норма  . Достаточным условием сходимости метода Якоби явля-

ется наличие у матрицы A  диагонального преобладания, то есть: 

 
1

n

ii ij ii
j

a a a


 
  
 
   

для всех 1, ,i n  , причем хотя бы одно неравенство является строгим. Мат-

рицы с диагональным преобладанием довольно часто возникают в приложе-

ниях. В этом случае система (34) имеет единственное решение при любых 

правых частях. 

В соответствии с требованиями модели BSF представим алгоритм 

Якоби в виде операций над списками с использованием функций высшего 

порядка Map и Reduce и назовем такой алгоритм Jacobi-BSF. Определим па-

раметризованную функцию :{1, , } n
xF n    для оператора Map следую-

щим образом: 

 
1

1 ) .( ) ( , ,

T

j

x j j nj j j

nj

c

F j c x c x x

c

 

 
 
 
 
 

  (35) 

С неформальной точки зрения функция ( )xF j  умножает j-тый столбец мат-

рицы C  на j-тую координату вектора x . 
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Алгоритм 4. Последовательный Jacobi-BSF 
1:  input 𝐶, 𝑑; 𝑥(଴)≔𝑑 
2:  𝑘 ≔ 0 
3:  [𝑔ଵ, … , 𝑔௡] ≔𝑀𝑎𝑝൫𝐹௫(ೖ) , [1, … , 𝑛]൯ 
4:  𝑔≔𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒(+, [𝑔ଵ, … , 𝑔௡]) 
5:  𝑥(௞ାଵ)≔ 𝑔 + 𝑑 
6:  𝑘 ≔ 𝑘 + 1 
7:  if ฮ𝑥(௞) − 𝑥(௞ିଵ)ฮ

ଶ
< 𝜀ଶ goto 9 

8:  goto 2 
9:  output 𝑥(௜) 

10:  stop 
Рис. 27. Последовательный алгоритм Jacobi-BSF. 

Алгоритм Jacobi-BSF строится на основе шаблона итерационного ал-

горитма 2 (рис. 20) и приведен на рис. 27. В данном случае в качестве счет-

чика итераций фигурирует переменная k . Список «Map» представляет собой 

список целых чисел [1, , ]n , где n  – размерность пространства. На шаге 3 

этот список с помощью функции Map преобразуется в список векторов 

1[ , , ]ng g . На шаге 4 происходит сложение этих векторов с помощью функ-

ции Reduce: 
1

n i

j
g g


 . Итерационный процесс завершается, когда рассто-

яние между соседними приближения станет меньше  . Параллельный алго-

ритм строится автоматически на основе шаблона параллельной реализации 

итерационного алгоритма 3 (рис. 21 на стр. 78). 

4.2.2. Аналитическое исследование алгоритма Jacobi-BSF 

В рамках одной итерации введем следующие обозначения для анализа мас-

штабируемости алгоритма Jacobi-BSF: 

sc  – количество вещественных чисел, передаваемых от мастера рабочему; 

Mapc  – количество арифметических операций, выполняемых на шаге Map 

(шаг 3 алгоритма); 
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ac  – количество арифметических операций, необходимое для сложения 

двух векторов; 

rc  – количество вещественных чисел, передаваемых от рабочего мастеру; 

pc  – количество арифметических операций, выполняемых мастером на 

шагах 5 и 7 алгоритма. 

Вычислим указанные значения. В начале каждой итерации мастер пе-

редает каждому рабочему очередное приближение ( )kx , являющееся векто-

ром размерности n . Следовательно: 

 .sc n  (36) 

На шаге Map происходит умножение столбцов матрицы C  на соответ-

ствующую координату вектора ( )kx . Для этого требуется 2n  арифметических 

операций. Следовательно: 

 2.Mapc n  (37) 

Для сложения двух векторов размерности n  требуется n  арифметических 

операций. Следовательно: 

 .ac n  (38) 

Вектор, полученный каждым рабочим на шаге Reduce, пересылается ма-

стеру. Значит: 

 .rc n  (39) 

Выполнение шага 5 требует n  арифметических операций. Выполнение 

шага 7 требует 3 1n   арифметических операций и одну операцию сравнения. 

Отсюда получаем следующую формулу: 

 4 .pc n  (40) 

Обозначим с помощью op  время, затрачиваемое рабочим на выполнение од-

ной арифметической операции, и tr  – время, затрачиваемое на пересылку по 

сети одного вещественного числа без учета латентности. Тогда, используя 
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метрику, введенную в разделе 2.3, мы получаем следующие значения для 

стоимостных параметров алгоритма Jacobi-BSF: 

 ;s s tr trt c n    (41) 

 2 ;Map Map op opt c n    (42) 

 ;a a op opt c n    (43) 

 ;r trt n  (44) 

 4 .p p op opt c n    (45) 

Подставляя в формулу (28) значения правых частей из формул (41) – (45) по-

лучаем следующую формулу для оценки ускорения алгоритма Jacobi-BSF: 

 
 

   
2( ) 2 2

( ) .
2( ) 2 / 3

tr op
Jacobi BSF

tr op op

L n n n
a K

K L n n n n K

 
  

  


   
 (46) 

Граница масштабируемости алгоритма Jacobi-BSF получается путем подста-

новки значений правых частей из формул (41) – (45) в формулу (32): 

 
22

.
2( )

op
Jacobi BSF

tr op

n
P

L n n


  

 
 (47) 

Упростим формулу (47). При n   имеем 

 2( ) ( ).tr opL n n O n     (48) 

Очевидно 

 2 22 ( )opn O n  . (49) 

Подставив правые части уравнений (48) и (49) в (47), получим 

 
2( )

,
( )Jacobi BSF

O n
P

O n    

что равносильно 

 ( ).Jacobi BSFP O n   (50) 

Таким образом, граница масштабируемости алгоритма Jacobi-BSF растет 

пропорционально корню квадратному из размерности задачи .n  
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4.2.3. Вычислительные эксперименты 

Для верификации результатов, полученных аналитическим путем, была вы-

полнена параллельная реализация алгоритма Jacobi-BSF на языке С++ с ис-

пользованием параллельного BSF-каркаса. Данная реализация свободно до-

ступна в сети Интернет по адресу https://github.com/nadezhda-ezhova/Jacobi-

BSF. Для проведения экспериментов была использована масштабируемая си-

стема линейных уравнений (34), имеющая следующие матрицу коэффициен-

тов A  и столбец свободных членов b : 

 

1 1 1

1 2 1
,

1

1 1 2 1

n

n
A b

n n

   
       
   
      


 

   


. 

Исследовано ускорение параллельной реализации алгоритма Jacobi-BSF на 

суперкомпьютере «Торнадо ЮУрГУ» [93]. Тестирование проводилось для 

размерностей 1500, 5000, 10000 и 16000. Одновременно для этих же размер-

ностей построены графики ускорения с использованием формулы (46). Для 

этого экспериментальным путем были определены величины в секундах: 

51.5 10L   , 82.9 10op    и 71.9 10tr
  . Результаты приведены на рисун-

ках 28-31. Во всех случаях аналитические оценки оказались очень близки к 

экспериментальным. Кроме того, границы масштабируемости алгоритма Ja-

cobi-BSF, полученные аналитически, оказались очень близки к границам 

масштабируемости, полученным в результате вычислительных эксперимен-

тов. Это подтверждает адекватность модели параллельных вычислений BSF. 
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Рис. 28. Jacobi-BSF для n = 1500. 

 

Рис. 29. Jacobi-BSF для n = 5000. 

 

Рис. 30. Jacobi-BSF для n = 10000. 

 

Рис. 31. Jacobi-BSF для n = 16000. 
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4.3. Гравитационная задача 

Выполним верификацию модели BSF с помощью гравитационной задачи, 

моделирующей движение тела малой массы среди n неподвижных тел боль-

шой массы. Указанная задача является упрощенным вариантом известной за-

дачи n тел [47,106]. 

4.3.1. Алгоритм Gravitation-BSF 

Пусть в 3  задано конечное множество точек  , представляющих собой не-

подвижные тела большой массы. Будем обозначать эти тела следующим об-

разом:   3
1, , nY Y   , а их массы соответственно – 1{ , , }nm m , где 

n   . Пусть также задано некоторое движущееся тело x  малой массы xm . 

Предполагается, что на x  не действуют никакие силы, кроме гравитацион-

ных. Для тела x  задано его начальное положение 0( ) 3tX   и вектор скоро-

сти 0( ) 3tV   в начальный момент времени 0t . Необходимо рассчитать тра-

екторию движения тела x  среди тел  . Для этого будем последовательно 

считать новые положения тела x  через равные промежутки времени t : 

 0 0 0 0( ) ( ) ( 2 ) ( 3 ), , , ,t t t t t t tX X X X      (51) 

По закону всемирного тяготения сила притяжения iF  тела x  к телу iY  

( 1, , )i n   вычисляется по формуле 

 3 ( ),i x
i i

i

m m
F G Y X

Y X
 


 (52) 

где 3X   задает текущие координаты точки x . По второму закону Ньютона 

ускорение i  тела x  под действием силы iF  вычисляется по формуле 

 .i
i

x

F

m
   (53) 

Ускорение под действием всех сил 1, , nF F  вычисляется по формуле 
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1

.
n

i
i

 


  (54) 

В соответствии с этим вектора скорости для последовательности (51) могут 

быть посчитаны по следующей итерационной формуле 

 ( ) ( ) ( ) ,t t t t tV V t     (55) 

где 

 ( ) ( )
3( )

1

( ).
n

t t ti
i

t
i

i

m
G Y X

Y X
 



 


  (56) 

Используя (55) получаем 

 ( ) ( ) ( ) .t t t t tX X V t     (57) 

В контексте гравитационного алгоритма определим список исходных 

данных A  следующим образом: 

 1 1[( , ), , ( , )],n nA Y m Y m   (58) 

то есть A  – список пар вида ( , )i iY m , задающих координаты и массу i-того 

неподвижного тела большой массы. Для произвольной точки 3X   опре-

делим функцию 3 3:Xf     : 

 3( , ) ( )i
X i i i

i

m
f Y m G Y X

Y X
 


 (59) 

для всех {1, , }i n  . Иначе говоря, функция ( , )X i if Y m  с использованием фор-

мулы (52) вычисляет значение i xF m , где iF  – гравитационная сила, с кото-

рой тело iY  действует на материальную точку с координатами X  и мас-

сой xm . Для произвольного 3X   определим список 3B  следующим 

образом: 

 ( )
1 1[ ( , ), , ( , )],X

X X n nB f Y m f Y m   (60) 
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Алгоритм 5. Алгоритм Gravitation-BSF 
1:  input 𝐴, 𝑋(௧బ), 𝑉(௧బ), 𝛥𝑡, 𝑡଴, 𝑇 
2:  𝑡 ≔ 𝑡଴ 
3:  𝐵 ≔ 𝑀𝑎𝑝൫𝑓௑(೟) , 𝐴൯ 
4:  𝛼 ≔ 𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒(+, 𝐵) 
5:  𝑉(௧ା௱௧): = 𝑉(௧) + 𝛼 ⋅ 𝛥𝑡;  𝑋(௧ା௱௧): = 𝑋(௧) + 𝑉(௧ା௱௧)𝛥𝑡 
6:  𝑡 ≔ 𝑡 + 𝛥𝑡 
7:  if 𝑡 ≥ 𝑇 goto 10 
8:  goto 3 
9:  output 𝑋(௧) 

10:  stop 
Рис. 32. Алгоритм Gravitation-BSF. 

то есть список B  получается из списка A  путем применения к нему функции 

высшего порядка Map, использующей в качестве параметра функцию Xf : 

 ( , ).XB Map f A  

Тогда суммарное ускорение  , получаемое материальной точкой с массой 

xm  и координатами X  под воздействием тел  , может быть вычислено пу-

тем применения к списку B  функции высшего порядка Reduce, использую-

щей в качестве параметра операцию сложения векторов +: 

 ( , ).Reduce B    (61) 

На основе шаблона итерационного алгоритма, представленного на рис. 20 

(стр. 77), мы можем записать гравитационный алгоритм Gravitation-BSF в 

виде операций над списками (см. рис. 32). Здесь 0t  обозначает начальный 

момент времени, T  – конечный момент времени, t  – шаг по времени. Па-

раллельный алгоритм строится автоматически на основе шаблона параллель-

ной реализации итерационного алгоритма 3 (рис. 21 на стр. 78). 

4.3.2. Аналитическое исследование алгоритма Gravitation-BSF 

Для простоты мы будем везде далее предполагать, что количество тел боль-

шой массы n  кратно количеству рабочих K , то есть 
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 n qK  (62) 

при некотором q . В рамках одной итерации ведем следующие обозначе-

ния для анализа масштабируемости алгоритма Gravitation-BSF: 

sc  – количество вещественных чисел, передаваемых от мастера рабочему; 

Mapc  – количество арифметических операций, выполняемых на шаге Map 

при обработке всего списка исходных данных A  (шаг 3 алгоритма 3); 

ac  – количество арифметических операций, необходимое для сложения 

двух векторов в трехмерном пространстве; 

rc  – количество вещественных чисел, передаваемых от рабочего мастеру; 

pc  – количество арифметических операций, выполняемых мастером на ша-

гах 10 – 12 алгоритма 4. 

Вычислим указанные значения. В начале очередной итерации мастер на шаге 

передает каждому рабочему текущие координаты ( )tX  тела x , что в сово-

купности составляет 3 вещественных числа. Следовательно: 

 3.sc   (63) 

На шаге Map функция Xf , задаваемая формулой (59), применяется ко всем 

элементам списка ,A  имеющего длину n . Предположим, что квадратный ко-

рень вычисляется с помощью первых четырех членов ряда Тейлора, что со-

ставляет 11 арифметических операций. Тогда однократное вычисление 

функции Xf  потребует 20 арифметических операций. Следовательно, общее 

количество операции для обработки всего списка A  составит 

 20 .Mapc n  (64) 

Для сложения двух векторов размерности 3 требуется 3 арифметические опе-

рации. Следовательно: 

 3.ac   (65) 
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Трехмерный вектор, полученный рабочим на шаге Reduce, пересылается ма-

стеру. Значит: 

 3.rc   (66) 

Выполнение шага 10 алгоритма 5 требует 12 арифметических операций, 

шага 11 – одну арифметическую операцию и шага 12 – одну операцию срав-

нения. Отсюда получаем следующую формулу: 

 14.pc   (67) 

Пусть op  обозначает время, затрачиваемое рабочим на выполнение од-

ной арифметической операции (или операции сравнения), а tr  – время, за-

трачиваемое на пересылку по сети одного вещественного числа без учета ла-

тентности. Тогда мы получаем следующие значения для стоимостных пара-

метров алгоритма Gravitation-BSF: 

 3 ;s s tr trt c     (68) 

 20 ;Map Map op opt c n    (69) 

 3 ;r r tr trt c     (70) 

 3 ;a a op opt c     (71) 

 14 .p p op opt c     (72) 

Подставляя в формулу (28) значения правых частей из формул (68) – (72) 

получаем следующую формулу для оценки ускорения алгоритма Gravita-

tion-BSF: 

 

 
2 6 14 20 3

( ) .
20 3

2 6 14 11

tr op op op
Gravitation BSF

op op
tr op op

L n l
a K

n l
K L

K

   
 

  


   



   

 (73) 

Граница масштабируемости алгоритма Gravitation-BSF получается путем 

подстановки значений правых частей из формул (68) – (72) в формулу (32): 
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20 3

.
2 6 3

op op
Gravitation BSF

tr op

n l
K

L

 
 




 
 (74) 

При n имеем 

  .Gravitation BSFK O n   (75) 

Таким образом, граница масштабируемости алгоритма Gravitation-BSF рас-

тет пропорционально корню квадратному из числа, задающего количество 

неподвижных тел большой массы. 

4.3.3. Вычислительные эксперименты 

Для верификации результатов, полученных аналитическим путем, была вы-

полнена реализация алгоритма Gravitation-BSF на языке С++ с использова-

нием программного каркаса BSF и библиотеки параллельного программиро-

вания MPI. Данная реализация свободно доступна в сети Интернет по адресу 

https://github.com/nadezhda-ezhova/Gravitation-BSF. С помощью этой реали-

зации исследованы ускорение алгоритма Gravitation-BSF на суперкомпью-

тере «Торнадо ЮУрГУ» [93]. Тестирование проводилось для 450, 600, 900 и 

1200 тел. Выполнялось 10 итераций для каждого случая. Для верификации 

модели BSF были также построены графики ускорения алгоритма Gravita-

tion-BSF с использованием формулы (73). Для этого экспериментальным пу-

тем были определены следующие величины в секундах: 51.5 10L   , 

82.9 10op
   и 71.9 10tr

  . Результаты приведены на рисунках 33-36. Во 

всех случаях аналитические оценки оказались очень близки к эксперимен-

тальным. Кроме того, границы масштабируемости алгоритма Gravita-

tion-BSF, полученные аналитически, оказались очень близки к границам мас-

штабируемости, полученным в результате вычислительных экспериментов. 

Это подтверждает адекватность модели параллельных вычислений BSF. 



 

Рис. 33. Эксперимент для n = 450. 

 

Рис. 34. Эксперимент для n = 900. 

 

Рис. 35. Эксперимент для n = 600. 

 

Рис. 36. Эксперимент для n = 1200. 

4.4. Выводы по главе 4 

В этой главе была выполнена верификация модели параллельных вычисле-

ний BSF тремя различными способами. Первый способ заключался в разра-

ботке эмулятора BSF-программ. С использованием эмулятора были прове-

дены вычислительные эксперименты, на основе которых построены графики 

ускорений для различных параметров моделируемой BSF-программы. Ана-

логичные графики построены аналитически с помощью стоимостной мет-

рики модели BSF. Экспериментальные и аналитические результаты оказа-

лись очень близки. Второй способ заключался в разработке и реализации 

BSF-алгоритма на основе итерационного метода Якоби для решения СЛАУ. 

Указанная реализация была выполнена на языке С++ с использованием па-

раллельного BSF-каркаса. С использованием этой реализации были прове-

дены вычислительные эксперименты, на основе которых построены графики 
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ускорений для СЛАУ различной размерности. Аналогичные графики были 

построены аналитически с помощью стоимостной метрики модели BSF. Экс-

периментальные и аналитические результаты и в этом случае оказались 

очень близки. При этом модель BSF с высокой точностью предсказывала гра-

ницу масштабируемости в каждом случае. По этой же схеме происходила 

верификация третьим способом за тем отличием, что решалась гравитацион-

ная задача, являющаяся упрощенным вариантом известной задачи n тел, ко-

торая хорошо известна в математической физике. Результаты, полученные 

аналитически и экспериментально, также оказались очень близки, что под-

твердило адекватность модели BSF. Кроме этого, следует отметить, что мо-

дель BSF применялась для разработки и исследования и других численных 

алгоритмов (см., например, [147,148]). Полученные результаты позволяют 

сделать вывод, что модель BSF является адекватной и применима к боль-

шому классу задач, допускающих представление алгоритма в виде операций 

над списками и обладающих высокой вычислительной сложностью. Модель 

BSF является простой в использовании, а созданный на ее основе параллель-

ный BSF-каркас позволяет быстро разрабатывать эффективные параллель-

ные BSF-программы. Результаты этой главы опубликованы в рабо-

тах [50,51,175,177]. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В диссертационной работе были рассмотрены вопросы разработки и иссле-

дования новой модели параллельных вычислений для итерационных алго-

ритмов с высокой вычислительной сложностью для многопроцессорных си-

стем с распределенной памятью. Основным научным результатом является 

создание модели BSF, позволяющей предсказать границу масштабируемости 

алгоритма на ранних стадиях его проектирования. Разработан компилируе-

мый BSF-каркас на языке C++ с использованием библиотек параллельного 

программирования MPI и OpenMP, инкапсулирующий все аспекты, связан-

ные с параллелизмом, и позволяющий быстро создавать параллельные реа-

лизации алгоритмов, представленных в виде операций над списками. Выпол-

нены проектирование и реализация визуального конструктора программ 

BSF-Studio, позволяющего автоматизировать процесс создания 

BSF-программ на языке C++. С использованием BSF-каркаса созданы 

BSF-программы для известных численных итерационных алгоритмов, на 

базе которых выполнена верификация BSF-модели. 

Основные результаты, полученные в ходе выполнения диссертацион-

ного исследования, являются новыми и не покрываются ранее опубликован-

ными научными работами других авторов, обзор которых был дан в раз-

деле 1.3. Отметим основные отличия: 

1) ни одна из известных моделей параллельных вычислений не дает 

формулу, аналогичную формуле (32) на стр. 84, позволяющей анали-

тически оценить границу масштабируемости параллельного алго-

ритма; 

2) областью применения модели BSF являются параллельные итераци-

онные алгоритмы с большой вычислительной сложностью, предста-

вимые в виде операций над списками с использованием функций выс-

шего порядка Map и Reduce; ни одна из известных научных работ по 
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моделям параллельных вычислений указанную область ранее не ис-

следовала; 

3) модель BSF может быть неадекватной для алгоритмов, не являю-

щихся итерационными, так как не учитывает затраты на чтение ис-

ходных данных и инициализацию программы; 

4) модель BSF не применима для многопроцессорных систем с общей 

памятью, так как в этом случае значение знаменателя в формуле (32) 

на стр. 84 становится пренебрежимо мало по сравнению со значением 

числителя и граница масштабируемости алгоритма уходит в плюс 

бесконечность; 

5) модель BSF не применима к модели распределённых вычислений 

MapReduce, разработанной компанией Google для параллельной обра-

ботки очень больших наборов данных в компьютерных кластерах по 

следующим причинам: 

– MapReduce требует представления элементов данных в формате 

<ключ, значение>, модель BSF этого не требует; 

– в задачах, на которые ориентирована модель MapReduce, времен-

ные затраты на арифметические операции (параметры Mapt  и at ) во 

многих случаях пренебрежимо малы по сравнению с затратами на 

пересылку данных (параметры st  и rt ); в соответствие с этим фор-

мула (32) на стр. 84 будет выдавать для границы масштабируемо-

сти значение, близкое к нулю, и таким образом утратит свою ра-

ботоспособность; 

– вычислительный процесс в MapReduce, как правило, не является 

итерационным. 

Разработанная в ходе настоящего диссертационного исследования мо-

дель BSF может применяться для оценки границы масштабируемости парал-

лельных итерационных алгоритмов с высокой вычислительной сложностью, 
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ориентированных на суперкомпьютеры с кластерной архитектурой. Разрабо-

танные параллельный BSF-каркас и визуальный конструктор BSF-Studio мо-

гут применяться для быстрого создания и отладки эффективных параллель-

ных BSF-программ для кластерных вычислительных систем. 

В качестве направления дальнейших исследований можно выделить 

создание в рамках BSF-Studio интеллектуального отладчика BSF-программ. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Правительства РФ в со-

ответствии с Постановлением №211 от 16.03.2013 г. (соглашение 

№ 02.A03.21.0011) и Министерства образования и науки РФ (государствен-

ное задание 2.7905.2017/8.9). 
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