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Техники, улучшающие обучение нейронных сетей

• Инициализация весов и смещений на основе 
нормального распределения

• Уменьшение скорости обучения 𝜂𝜂
• Градиентный спуск на основе импульса

• Алгоритмы с адаптивной скоростью обучения

• Альтернативные модели нейрона
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Инициализация весов и смещений на 
основе нормального распределения

(Weight initialization based on Gaussian 
distribution)
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Выступающий
Заметки для презентации
Gaussian [ˈgaʊsɪən]
initialization [ɪnɪʃəlaɪˈzeɪʃn]
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Почему нельзя инициализировать веса нулями
• Симметрия весов: Когда все веса 

инициализированы нулями, все нейроны 
одного слоя будут вычислять одинаковые 
выходные данные и получать одинаковые 
ошибки во время обратного 
распространения, то есть все веса будут 
обновляться одинаково, что не позволяет 
сети адекватно адаптироваться и 
эффективно учиться

• Инициализация константой аналогично 
порождает симметрию весов

• Необходимо «нарушить симметрию», 
используя инициализацию случайными 
числами на основе нормального 
распределения
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Эпохи

Инициализация случайными числами
Инициализация нулями

Выступающий
Заметки для презентации
https://education.yandex.ru/handbook/ml/article/tonkosti-obucheniya



© Соколинский Л.Б. Глубокие нейронные сети

Случайная величина 𝑋𝑋

𝑋𝑋
𝑥𝑥

• Случайная величина 𝑋𝑋 принимает 
случайное значение 𝑥𝑥 с некоторой 
вероятностью  

• Сумма вероятностей для всех 
возможных значений равна 1

Случайная 
величина

Значение 
(случайное число)
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Функция распределения 𝐹𝐹(𝑥𝑥) случайной величины 𝑋𝑋

𝐹𝐹 𝑥𝑥 = 𝑃𝑃 𝑋𝑋 < 𝑥𝑥
𝐹𝐹: ℝ → ℝ[0;1]

𝐹𝐹 𝑥𝑥 ‒ вероятность того, что случайная величина 𝑋𝑋 примет 
значение меньше 𝑥𝑥
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Плотность вероятности 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
Функция распределения 𝐹𝐹 случайной 
величины 𝑋𝑋 имеет вид:

𝐹𝐹 𝑥𝑥 = �
−∞

𝑥𝑥

𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

Свойство:

lim
𝑥𝑥→∞

𝐹𝐹 𝑥𝑥 = 1 ⇒ �
−∞

+∞

𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1

= �
𝑎𝑎

𝑏𝑏

𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑓𝑓 𝑥𝑥
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Примеры распределений случайных величин

? ? ?
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Математическое ожидание
𝑀𝑀 𝑋𝑋 = �

−∞

+∞

𝑥𝑥 𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑀𝑀 𝑋𝑋 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) 𝑀𝑀 𝑋𝑋 ≈
1
𝑛𝑛

�
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑖𝑖

Для дискретной 
случайной величины

Для непрерывной 
случайной величины

Для какого распределения 
эта формула является 

точной? 
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Дисперсия
(разброс относительно математического ожидания)

𝐷𝐷 𝑋𝑋 = �
−∞

+∞

(𝑥𝑥 − 𝑀𝑀 𝑋𝑋 )2 𝑓𝑓 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑

Большая дисперсияМаленькая дисперсия

𝐷𝐷 𝑋𝑋 = �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

(𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑀𝑀 𝑋𝑋 )2

Для дискретного 
распределения
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Нормальное распределение
16.11.2024
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Нормальное распределение полностью определяется своими математическим ожиданием и дисперсией!

Нормальное распределение имеет плотность вероятности

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1

𝜈𝜈 2𝜋𝜋
𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝜇𝜇)2

2𝜈𝜈2

Математическое ожидание:

𝑀𝑀 𝑋𝑋 = �
−∞

+∞

𝑥𝑥
1

𝜈𝜈 2𝜋𝜋
𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝜇𝜇)2

2𝜈𝜈2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜇𝜇

Дисперсия:

𝐷𝐷 𝑋𝑋 = �
−∞

+∞

(𝑥𝑥 − 𝜇𝜇)2 1
𝜈𝜈 2𝜋𝜋

𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝜇𝜇)2

2𝜈𝜈2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜈𝜈2
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«Острое» и «плоское» нормальные распределения
• «Плоское» нормальное распределение: при 

большой дисперсии подавляющее число 
весов будет инициировано большими по 
абсолютной величине значениями, что 
породит исчезающие градиенты и, как 
следствие, медленное обучение

• «Острое» нормальное распределение: при 
малой дисперсии подавляющее число весов 
будет инициировано малыми по абсолютной 
величине значениями, что породит взрывной 
рост градиентов и, как следствие, процесс 
обучения начнет расходиться

• Рекомендуется использовать стандартное 
нормальное распределение с 𝜈𝜈 = 1

16.11.2024
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Стандартное нормальное распределение
Математическое ожидание:

𝜇𝜇 = 𝑀𝑀 𝑋𝑋 = 0

Среднее квадратическое отклонение:
𝜈𝜈 = σ 𝑋𝑋 = 𝐷𝐷[𝑋𝑋] = 1

Плотность вероятности стандартного 
нормального распределения: 

𝑓𝑓 𝑥𝑥 =
1
2𝜋𝜋

𝑒𝑒−𝑥𝑥2

2
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Проблема со стандартным нормальным 
распределением

Активационный потенциал: 𝑧𝑧 = 𝑏𝑏 + ∑𝑗𝑗=1
500 𝑤𝑤𝑗𝑗

⇓
 𝑧𝑧 – сумма 501 независимой случайной величины
 𝜇𝜇 = 0 для всех слагаемых
 𝜈𝜈 = 𝐷𝐷(𝑋𝑋) = 1 (то есть 𝐷𝐷(𝑋𝑋) = 1 ) для всех слагаемых

⇓
𝑧𝑧 – случайная величина с нормальным распределением при 𝜇𝜇 = 0 и
𝜈𝜈 = 500 + 1 = 501 ≈ 22.4

𝑧𝑧
𝑏𝑏

𝑤𝑤1

𝑤𝑤2

𝑤𝑤500
1

1

1

⋮
500

0

0

0

⋮
500

⋮
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Нормальное распределение для 𝑧𝑧 при 
𝜇𝜇 = 0 и 𝜈𝜈 = 22.4

Высока вероятность, что большинство весов 
будут проинициализированы очень 
большим по абсолютной величине 
значениями

⇓
Высока вероятность, что выходной сигнал 
скрытых нейронов будет очень близок к 1 
или 0

⇓
Высока вероятность, что скрытые нейроны 
будет плохо обучаться
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Решение проблемы
• Инициализировать веса 𝑤𝑤𝑗𝑗  с помощью случайной величины с 

нормальным распределением при 𝜇𝜇 = 0 и 𝜈𝜈 = 𝐷𝐷(𝑋𝑋) =
1/ 1000

• Инициализировать 𝑏𝑏 с помощью случайной величины с 
нормальным распределением при 𝜇𝜇 = 0 и 𝜈𝜈 = 1

⇓
𝑧𝑧 – случайная величина с нормальным распределением при 

𝜇𝜇 = 0 и 𝜈𝜈 = 500
1000 + 1 = 3/2 ≈ 1.22

16.11.2024
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Нормальное распределение для 𝑧𝑧 при 
𝜇𝜇 = 0 и 𝜈𝜈 = 1.22

Низка вероятность, что веса будут 
проинициализированы большим по 
абсолютной величине значениями 

⇓

Низка вероятность взрывного роста 
градиентов

⇓

Скрытые нейроны будут хорошо обучаться
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Общий случай: скрытый нейрон имеет 𝑛𝑛 входных связей

• Инициализировать веса 𝑤𝑤𝑗𝑗 с помощью случайной 
величины с нормальным распределением при 𝜇𝜇 = 0 и 
𝜈𝜈 = 1/ 𝑛𝑛

• Инициализировать 𝑏𝑏 с помощью случайной величины с 
нормальным распределением при 𝜇𝜇 = 0 и 𝜈𝜈 = 1

16.11.2024
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Уменьшение скорости обучения 𝜂𝜂
• Скорость обучения 𝜂𝜂 – самый важный параметр в 

стохастическом градиентном спуске
• На практике скорость обучения нужно уменьшать на каждой 

итерации: 
𝜂𝜂1 > 𝜂𝜂2 > ⋯ > 𝜂𝜂𝑖𝑖 > ⋯

• Метод:
• Уменьшаем скорость обучения линейно до итерации 𝐾𝐾: 

𝜂𝜂𝑖𝑖 = 1 −
𝑖𝑖
𝐾𝐾

𝜂𝜂0 +
𝑖𝑖
𝐾𝐾

𝜂𝜂𝐾𝐾

• Начиная с итерации K скорость обучения остается 
постоянной:

𝜂𝜂𝑖𝑖>𝐾𝐾 = 𝜂𝜂𝐾𝐾

16.11.2024
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Выбор 𝐾𝐾, 𝜂𝜂0 и 𝜂𝜂𝐾𝐾
100 < 𝐾𝐾 < 1000

𝜂𝜂0 ‒ максимальная скорость на первых 10 итерациях, при 
которой процесс сходится

𝜂𝜂𝐾𝐾 =
𝜂𝜂0

100

16.11.2024
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Алгоритмы-оптимизаторы 
с адаптивной скоростью 

обучения

16.11.2024
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Выступающий
Заметки для презентации
https://habr.com/ru/post/318970/
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Импульсный метод (Momentum)

𝒗𝒗 – скорость движения шарика по поверхности (начальная 
скорость равна нулю)

𝜇𝜇 – момент движения (величина, обратно 
пропорциональная трению шарика о поверхность): 

0 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 1
𝒗𝒗𝒘𝒘 ≔ 𝜇𝜇𝒗𝒗𝒘𝒘 − 𝜂𝜂∇𝒘𝒘ℂ

𝒗𝒗𝒃𝒃 ≔ 𝜇𝜇𝒗𝒗𝒃𝒃 − 𝜂𝜂∇𝒃𝒃ℂ

𝒘𝒘 ≔ 𝒘𝒘 + 𝒗𝒗𝒘𝒘

𝒃𝒃 ≔ 𝒃𝒃 + 𝒗𝒗𝒃𝒃

На практике обычно задают 𝜇𝜇 равным 0.5, 0.9 или 0.99.

16.11.2024
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Выступающий
Заметки для презентации
В импульсном методе вводится переменная v, играющая роль скорости, – это направление и скорость перемещения в пространстве параметров. Скорость устанавливается равной экспоненциально затухающему скользящему среднему градиента со знаком минус. Название алгоритма проистекает из физической аналогии, согласно которой отрицательный градиент – это сила, под действием которой частица перемещается в пространстве параметров согласно законам Ньютона. В физике импульсом называется произведение массы на скорость. В импульсном алгоритме масса предполагается единичной, поэтому вектор скорости v можно рассматривать как импульс частицы. Гиперпараметр μ ∈ [0, 1) определяет скорость экспоненциального затухания вкладов предшествующих градиентов. На практике обычно задают μ равным 0.5, 0.9 или 0.99. Как и скорость обучения, μ может меняться со временем. Как правило, начинают с небольшого значения и постепенно увеличивают его. Изменение μ со временем не так важно, как уменьшение η со временем.
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SGD vs Momentum

Momentum
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Выступающий
Заметки для презентации
https://habr.com/ru/company/skillfactory/blog/525214/
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Метод Нестерова (Nesterov Accelerated Gradient)
𝒗𝒗 – скорость движения шарика по поверхности (начальная скорость равна 

нулю)
𝜇𝜇 – момент движения (величина, обратно пропорциональная трению 

шарика о поверхность): 0 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 1
𝒘́𝒘 ≔ 𝒘𝒘 + 𝜇𝜇𝒗𝒗𝒘𝒘

𝒃́𝒃 ≔ 𝒃𝒃 + 𝜇𝜇𝒗𝒗𝒃𝒃

𝒗𝒗𝒘𝒘 ≔ 𝜇𝜇𝒗𝒗𝒘𝒘 − 𝜂𝜂∇𝒘𝒘ℂ(𝒘́𝒘)
𝒗𝒗𝒃𝒃 ≔ 𝜇𝜇𝒗𝒗𝒃𝒃 − 𝜂𝜂∇𝒃𝒃ℂ(𝒃́𝒃)

𝒘𝒘 ≔ 𝒘𝒘 + 𝒗𝒗𝒘𝒘

𝒃𝒃 ≔ 𝒃𝒃 + 𝒗𝒗𝒃𝒃
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Разница между методом Нестерова и импульсным методом заключается в точке, где вычисляется градиент. В методе 
Нестерова градиент вычисляется после применения текущей скорости.

Выступающий
Заметки для презентации
В методе Нестерова параметры μ и η играют ту же роль, что в импульсном методе. В случае пакетного градиентного спуска метод Нестерова повышает скорость сходимости. К сожалению, в случае стохастического градиентного спуска метод Нестерова не улучшает скорости сходимости.
________________________________________
Пакетный градиентный спуск не предполагает деление обучающего множества на мини-пакеты (внутренний цикл по мини-пакетам отсутствует).
«Мини-пакет» является синонимом слова «подвыборка».
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Плотные, разреженные и перекошенные 
обучающие данные

Плотные равномерные Разреженные равномерные

Плотные перекошенные Разреженные перекошенные

16.11.2024

8. Техники, улучшающие обучение нейронных сетей 29

• Координаты точки = вход нейронной сети

• Цвет точки = выход нейронной сети
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Различные поверхности 
для поиска минимума ошибки

16.11.2024
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Седловидная впадина
16.11.2024
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Градиент в середине седла равен 
нулевому вектору, однако эта 
точка не является минимумом
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AdaGrad (адаптивный градиентный спуск)
Алгоритм AdaGrad по отдельности адаптирует скорости обучения всех параметров модели, 
умножая их на коэффициент, обратно пропорциональный квадратному корню из суммы всех 
прошлых значений квадрата градиента:

𝒈𝒈𝒘𝒘
(0) = 𝟏𝟏 𝒈𝒈𝒃𝒃

(0) = 𝟏𝟏

𝒈𝒈𝒘𝒘
(𝑖𝑖) = 𝒈𝒈𝒘𝒘

(𝑖𝑖−1) + ∇𝒘𝒘ℂ 𝒘𝒘 𝑖𝑖−1
2

𝒈𝒈𝒃𝒃
(𝑖𝑖) = 𝒈𝒈𝒃𝒃

(𝑖𝑖−1) + ∇𝒃𝒃ℂ 𝒃𝒃 𝑖𝑖−1
2

ℎ𝑤𝑤𝑗𝑗
(𝑖𝑖−1) =

1

𝑔𝑔𝑤𝑤𝑗𝑗
(𝑖𝑖−1)

ℎ𝑏𝑏𝑘𝑘

(𝑖𝑖−1) =
1

𝑔𝑔𝑏𝑏𝑘𝑘

(𝑖𝑖−1)

𝒘𝒘(𝑖𝑖) = 𝒘𝒘(𝑖𝑖−1) − 𝒉𝒉𝒘𝒘
(𝑖𝑖−1)𝜂𝜂∇𝒘𝒘ℂ 𝒘𝒘(𝑖𝑖−1)

𝒃𝒃(𝑖𝑖) = 𝒃𝒃(𝑖𝑖−1) − 𝒉𝒉𝒃𝒃
(𝑖𝑖−1)𝜂𝜂∇𝒃𝒃ℂ 𝒃𝒃(𝑖𝑖−1)
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Выступающий
Заметки для презентации
Для параметров, по которым частная производная функции потерь наибольшая, скорость обучения уменьшается быстро, а если частная производная мала, то и скорость обучения уменьшается медленнее. В итоге больший прогресс получается в направлениях пространства параметров со сравнительно пологими склонами. AdaGrad особенно полезен, когда данные сильно перекошены. Недостаток AdaGrad в том, что gw и gb могут увеличиваться сколько угодно долго, что через некоторое время приводит к слишком маленьким обновлениям и параличу алгоритма. AdaGrad хорошо работает для некоторых, но не для всех моделей глубокого обучения.
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Преимущества и недостатки AdaGrad
⊕ Для каждого параметра (вес w или смещение b)

скорость подбирается индивидуально за счет 𝑔𝑔𝑤𝑤 и 
𝑔𝑔𝑏𝑏 (можно без подбора взять 𝜂𝜂 = 0.01)

⊕ Редким, но важным признакам со временем 
отдается приоритет (метод подходит для 
разреженных и перекошенных обучающих данных)

⊖ 𝑔𝑔𝑤𝑤 и 𝑔𝑔𝑏𝑏 могут быстро увеличиваться, приводя к 
существенному замедлению скорости обучения

⊖ Начальная скорость обучения 𝜂𝜂 одинакова для всех 
параметров (она может оказаться хороша для одних, 
но плоха для других)

⊖ Метод чувствителен к локальным минимумам и 
седловидным впадинам

16.11.2024
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Алгоритм RMSProp
В алгоритме RMSProp используется экспоненциально затухающее среднее, т. е. далекое прошлое 
отбрасывается, чтобы повысить скорость сходимости после обнаружения седловидной впадины. Для 
этого вводится новый параметр 𝜌𝜌 ∈ [0; 1), регулирующий скорость затухания. 

𝒈𝒈𝑤𝑤
(0) = 𝟏𝟏; 𝒈𝒈𝑏𝑏

(0) = 𝟏𝟏;

𝒈𝒈𝑤𝑤
(𝑖𝑖) = 𝜌𝜌𝒈𝒈𝑤𝑤

(𝑖𝑖−1) + (1 − 𝜌𝜌) ∇𝒘𝒘ℂ 𝒘𝒘 𝑖𝑖−1
2

; 𝒈𝒈𝑏𝑏
(𝑖𝑖) = 𝜌𝜌𝒈𝒈𝑏𝑏

(𝑖𝑖−1) + (1 − 𝜌𝜌) ∇𝒃𝒃ℂ 𝒃𝒃 𝑖𝑖−1
2

ℎ𝑤𝑤𝑗𝑗
(𝑖𝑖−1) =

1

𝛿𝛿 + 𝑔𝑔𝑤𝑤𝑗𝑗
(𝑖𝑖−1)

; ℎ𝑏𝑏𝑘𝑘

(𝑖𝑖−1) =
1

𝛿𝛿 + 𝑔𝑔𝑏𝑏𝑘𝑘

(𝑖𝑖−1)

𝒘𝒘(𝑖𝑖) = 𝒘𝒘(𝑖𝑖−1) − 𝒉𝒉𝒘𝒘
(𝑖𝑖−1)𝜂𝜂∇𝒘𝒘ℂ 𝒘𝒘(𝑖𝑖−1)

𝒃𝒃(𝑖𝑖) = 𝒃𝒃(𝑖𝑖−1) − 𝒉𝒉𝒃𝒃
(𝑖𝑖−1)𝜂𝜂∇𝒃𝒃ℂ 𝒃𝒃(𝑖𝑖−1)

𝛿𝛿 ‒ небольшая константа для обеспечения численной устойчивости (по умолчанию 10−7)
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Выступающий
Заметки для презентации
Алгоритм RMSProp – это модификация AdaGrad, призванная улучшить его поведение в невыпуклом случае путем изменения способа агрегирования градиента на экспоненциально взвешенное скользящее среднее. В алгоритме RMSProp используется экспоненциально затухающее среднее, т. е. далекое прошлое отбрасывается, чтобы повысить скорость сходимости после обнаружения седловидной впадины, как если бы внутри этой впадины алгоритм AdaGrad был инициализирован заново.
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Алгоритм Adam (адаптивные моменты)
𝜂𝜂 = 0.001 // скорость обучения
𝜌𝜌1 = 0.9; 𝜌𝜌2 = 0.999 // коэффициенты затухания
𝛿𝛿 = 10−8 // небольшая константа для обеспечения устойчивости

𝒔𝒔𝑤𝑤
0 = 𝟎𝟎;  𝒔𝒔𝑏𝑏

0 = 𝟎𝟎 // 1-й момент

𝒓𝒓𝑤𝑤
0 = 𝟎𝟎;  𝒓𝒓𝑏𝑏

0 = 𝟎𝟎 // 2-й момент

𝒈𝒈𝑤𝑤
(𝑖𝑖) = ∇𝒘𝒘ℂ 𝒘𝒘 𝑖𝑖−1 ; 𝒈𝒈𝑏𝑏

(𝑖𝑖) = ∇𝒃𝒃ℂ 𝒃𝒃 𝑖𝑖−1         // градиенты

𝒔𝒔𝑤𝑤
𝑖𝑖 = 𝜌𝜌1𝒔𝒔𝑤𝑤

𝑖𝑖−1 + 1 − 𝜌𝜌1 𝒈𝒈𝑤𝑤
𝑖𝑖 ;  𝒔𝒔𝑏𝑏

𝑖𝑖 = 𝜌𝜌1𝒔𝒔𝑏𝑏
𝑖𝑖−1 + (1 − 𝜌𝜌1)𝒈𝒈𝑏𝑏

(𝑖𝑖) // смещенная оценка 1-го момента

𝒓𝒓𝑤𝑤
𝑖𝑖 = 𝜌𝜌2𝒓𝒓𝑤𝑤

𝑖𝑖−1 + 1 − 𝜌𝜌2 𝒈𝒈𝑤𝑤
𝑖𝑖 ∘ 𝒈𝒈𝑤𝑤

𝑖𝑖 ;  𝒓𝒓𝑏𝑏
𝑖𝑖 = 𝜌𝜌2𝒓𝒓𝑏𝑏

𝑖𝑖−1 + (1 − 𝜌𝜌2)𝒈𝒈𝑏𝑏
(𝑖𝑖) ∘ 𝒈𝒈𝑏𝑏

(𝑖𝑖) // смещенная оценка 2-го 
момента

�𝒔𝒔𝑤𝑤 = 𝒔𝒔𝑤𝑤
𝑖𝑖

1−𝜌𝜌1
;  �𝒔𝒔𝑏𝑏 = 𝒔𝒔𝑏𝑏

𝑖𝑖

1−𝜌𝜌1
// корректировка смещения 1-го момента

�𝒓𝒓𝑤𝑤 = 𝒓𝒓𝑤𝑤
𝑖𝑖

1−𝜌𝜌2
;  �𝒓𝒓𝑏𝑏 = 𝒓𝒓𝑏𝑏

𝑖𝑖

1−𝜌𝜌2
// корректировка смещения 2-го момента

𝒘𝒘(𝑖𝑖) = 𝒘𝒘(𝑖𝑖−1) − 𝜂𝜂
�𝒔𝒔𝑤𝑤

�𝒓𝒓𝑤𝑤 + 𝛿𝛿
;  𝒃𝒃(𝑖𝑖) = 𝒃𝒃(𝑖𝑖−1) − 𝜂𝜂

�𝒔𝒔𝑏𝑏

�𝒓𝒓𝑏𝑏 + 𝛿𝛿

Adam соединяет 
преимущества 
RMSProp и Momentum 
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Выступающий
Заметки для презентации
Adam считается довольно устойчивым к выбору гиперпараметров, хотя скорость обучения иногда нужно брать отличной от предлагаемой по умолчанию.
-------------------------------------------------------------------------------
x◦y – произведение Адамара (покомпонентное умножение векторов)



© Соколинский Л.Б. Глубокие нейронные сети 16.11.2024

368. Техники, улучшающие обучение нейронных сетей

Сравнение алгоритмов-оптимизаторов

Выступающий
Заметки для презентации
https://habr.com/ru/company/skillfactory/blog/525214/
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Альтернативные модели 
нейрона

(Other models of artificial 
neuron)

16.11.2024
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Сигмоид (Sigmoid)
𝜎𝜎 𝑧𝑧

𝑧𝑧

𝜎𝜎 𝑧𝑧 =
1

1 + 𝑒𝑒−𝑧𝑧

𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1

⋅⋅⋅

𝑤𝑤1

𝑤𝑤2

𝑤𝑤𝑛𝑛

𝑎𝑎
b

𝑧𝑧 = 𝑏𝑏 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑎𝑎 =
1

1 + 𝑒𝑒−𝑏𝑏−∑𝑖𝑖=1
𝑛𝑛 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

+ Соответствует биологическому нейрону 
+ Отсутствует проблема мертвых нейронов
+ Дифференцируемость в нуле
+ Симметричность относительно нуля
+ Выходной сигнал ограничен сверху
⎯ Отсутствует инвариантность относительно умножения на константу
⎯ Низкая вычислительная эффективность
⎯ Проблема исчезающего градиента
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𝜎𝜎 2𝑧𝑧 ≠ 2𝜎𝜎 𝑧𝑧

lim
𝑧𝑧→∞

𝜎́𝜎 𝑧𝑧 = 0

Выступающий
Заметки для презентации
Мертвый нейрон – нейрон, не поддающийся обучению.
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Линейный выпрямитель (ReLU – Rectified Linear Unit)

𝑓𝑓 𝑧𝑧 = max(0, 𝑧𝑧)

𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1

⋅⋅⋅

𝑤𝑤1

𝑤𝑤2

𝑤𝑤𝑛𝑛

𝑎𝑎
b

𝑧𝑧 = 𝑏𝑏 + �
𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖
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Выступающий
Заметки для презентации
['rektɪfaɪd]
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Особенности линейного выпрямителя ReLU

Метод обратного распространения ошибки:

𝛿𝛿𝑖𝑖
(𝑙𝑙) = �

𝑗𝑗

𝑤𝑤𝑗𝑗𝑗𝑗
(𝑙𝑙+1)𝛿𝛿𝑗𝑗

(𝑙𝑙+1)𝑓𝑓𝑓 𝑧𝑧𝑖𝑖
(𝑙𝑙)

⇓
Если 𝑧𝑧𝑖𝑖

𝑙𝑙 > 0, то 𝑓𝑓′ 𝑧𝑧𝑖𝑖
𝑙𝑙 = 1 ⇒ 

загоризонталивание не происходит ⇒ не 
происходит замедление обучения
Если 𝑧𝑧𝑖𝑖

𝑙𝑙 < 0, то 𝑓𝑓′ 𝑧𝑧𝑖𝑖
𝑙𝑙 = 0 ⇒ обучение не 

происходит

𝑎𝑎1
(𝑙𝑙−1)

𝑎𝑎2
(𝑙𝑙−1)

𝑎𝑎𝑛𝑛
(𝑙𝑙−1)

𝛿𝛿𝑖𝑖
(𝑙𝑙)

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙)

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙)

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖
(𝑙𝑙)⋮

⋮

⋮

Уровень 𝑙𝑙 − 1 Уровень 𝑙𝑙

𝑎𝑎1
(𝑙𝑙+1)

𝑎𝑎2
(𝑙𝑙+1)

𝑎𝑎𝑚𝑚
(𝑙𝑙+1)

𝑤𝑤1𝑖𝑖
(𝑙𝑙+1)

𝑤𝑤2𝑖𝑖
(𝑙𝑙+1)

𝑤𝑤𝑚𝑚𝑚𝑚
(𝑙𝑙+1)

⋮

Уровень 𝑙𝑙 + 1

𝛿𝛿1
(𝑙𝑙+1)

𝛿𝛿2
(𝑙𝑙+1)

𝛿𝛿𝑚𝑚
(𝑙𝑙+1)

ReLU – наиболее популярная функция активации в современных глубоких нейронных сетях
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𝑓𝑓 𝑧𝑧 = max(0, 𝑧𝑧)
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Сильные и слабые стороны линейного выпрямителя ReLU

Преимущества
1. Соответствие биологическому нейрону 

(в мозге не возникает отрицательных электрических потенциалов)
2. Разреженная активация (при использовании нормального распределения для начальной 

инициализации весов около 50% скрытых нейронов будут иметь ненулевой выходной сигнал)
3. Быстрая обучаемость (отсутствует проблема исчезающего градиента)
4. Высокая вычислительная эффективность (необходимы только сравнения, сложения и 

умножения)
5. Инвариантность относительно умножения на константу (max 0; ℎ𝑧𝑧 = ℎmax{0; 𝑧𝑧} при ℎ ≥ 0)

Потенциальные проблемы
1. Недифференцируемость в нуле (положить производную в нуле равной 0 или 1)
2. Несимметричность относительно нуля
3. Выходной сигнал неограничен сверху (использовать softmax для выходного слоя)
4. Возникновение мертвых ReLU нейронов
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Проблема мертвых ReLU нейронов
• ReLU нейроны могут попадать в состояние, при котором 

они выдают отрицательный активационный потенциал, 
и, таким образом, перестают обучаться («умирают»)

• Бывают ситуации, когда количество мертвых ReLU 
нейронов может стать настолько большим, что это будет 
существенно снижать эффективность нейронной сети

• Проблема мертвых ReLU нейронов обычно возникает при 
слишком большой скорости обучения
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Линейный выпрямитель с утечкой (Leaky ReLU)

𝑓𝑓 𝑧𝑧 = � 𝑧𝑧
0.01𝑧𝑧

|𝑧𝑧 > 0
|𝑧𝑧 ≤ 0

+ Решает проблему мертвых нейронов
+ Высокая вычислительная эффективность
+ Инвариантность относительно умножения на константу
⎯ Недифференцируемость в нуле
⎯ Несоответствие биологическому нейрону
⎯ Несимметричность относительно нуля
⎯ Выходной сигнал неограничен сверху
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Экспоненциальная линейная функция 
(Exponential Linear Unit, ELU)

𝑓𝑓 𝑧𝑧 = � 𝑧𝑧
𝑒𝑒𝑧𝑧 − 1

|𝑧𝑧 > 0
|𝑧𝑧 ≤ 0

+ Решает проблему мертвых нейронов
+ Дифференцируемость в нуле
⎯ Отсутствует инвариантность относительно умножения на константу
⎯ Несоответствие биологическому нейрону
⎯ Несимметричность относительно нуля
⎯ Выходной сигнал неограничен сверху
⎯ Низкая вычислительная эффективность
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SoftPlus

𝑓𝑓 𝑧𝑧 = ln(1 + 𝑒𝑒𝑧𝑧)

+ Решает проблему мертвых нейронов
+ Дифференцируемость в нуле
+ Соответствие биологическому нейрону
⎯ Отсутствует инвариантность относительно умножения на константу
⎯ Несимметричность относительно нуля
⎯ Выходной сигнал неограничен сверху
⎯ Низкая вычислительная эффективность

16.11.2024

8. Техники, улучшающие обучение нейронных сетей 45



© Соколинский Л.Б. Глубокие нейронные сети

Нейрон на основе гиперболического тангенса (tanh neuron)

tanh 𝑧𝑧 =
𝑒𝑒𝑧𝑧 − 𝑒𝑒−𝑧𝑧

𝑒𝑒𝑧𝑧 + 𝑒𝑒−𝑧𝑧

+ Решает проблему мертвых нейронов
+ Дифференцируемость в нуле
+ Симметричность относительно нуля
+ Выходной сигнал ограничен сверху
⎯ Отсутствует инвариантность относительно умножения на константу
⎯ Несоответствие биологическому нейрону
⎯ Низкая вычислительная эффективность

tanh 𝑧𝑧 ≡
𝑒𝑒𝑧𝑧 − 𝑒𝑒−𝑧𝑧

𝑒𝑒𝑧𝑧 + 𝑒𝑒−𝑧𝑧

= 2
1

1 + 𝑒𝑒−2𝑧𝑧 − 1 = 2𝜎𝜎 2𝑧𝑧 − 1
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Отличие гиперболического тангенса от сигмоида
Метод обратного распространения ошибки:

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑙𝑙 = 𝛿𝛿𝑖𝑖
𝑙𝑙 ⋅ 𝑎𝑎𝑗𝑗

𝑙𝑙−1

Сигмоид ⇒ 𝑎𝑎𝑗𝑗
𝑙𝑙−1 > 0

⇓

Если 𝛿𝛿𝑖𝑖
𝑙𝑙 < 0, то все 𝑤𝑤𝑖𝑖1

𝑙𝑙 , ⋯ , 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑙𝑙 должны увеличиваться

Если 𝛿𝛿𝑖𝑖
𝑙𝑙 > 0, то все 𝑤𝑤𝑖𝑖1

𝑙𝑙 , ⋯ , 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑙𝑙 должны уменьшаться

-------------------------------------------------------------------------

При использовании tanh часть 𝑤𝑤𝑖𝑖1
𝑙𝑙 , ⋯ , 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑙𝑙 могут 
уменьшаться, а часть увеличиваться в зависимости от 
знака 𝑎𝑎1

𝑙𝑙−1, ⋯ , 𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑙𝑙−1

𝑎𝑎1
𝑙𝑙−1

𝑎𝑎2
𝑙𝑙−1

𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑙𝑙−1

𝛿𝛿𝑖𝑖
𝑙𝑙

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖
𝑙𝑙

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖
𝑙𝑙

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑙𝑙⋮

⋮

⋮

Уровень 𝑙𝑙 − 1 Уровень 𝑙𝑙
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Тактика выбора модели нейрона 
1. Экспериментально сравнить Tanh и ReLU

2. Если Tanh не дает ощутимого эффекта по сравнению с 
ReLU, выбрать ReLU

3. Если возникает проблема мертвых нейронов, выбрать 
Leaky ReLU
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Сравнение разных моделей нейронов
Свойство Sigmoid ReLU Leaky 

ReLU
ELU Soft

Plus
Tanh

Высокая вычислительная эффективность - +++ +++ - - -
Отсутствует проблема мертвых нейронов + - + + + +
Симметричность относительно оси ординат + - - - - +
Инвариантность относительно умножения на константу - + + - - -
Отсутствует проблема исчезающего градиента - + + - - -
Выходной сигнал ограничен сверху + - - - - +
Дифференцируемость в нуле + - - + + +
Симметричность относительно оси абсцисс - - - - - +
Количество плюсов 4 5 6 2 2 5
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Конец лекции 8
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Доказательство �
−∞

+∞

𝑥𝑥
1

𝜈𝜈 2𝜋𝜋
𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝜇𝜇)2

2𝜈𝜈2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑎𝑎

Применяя замену переменной 𝑥𝑥 = 𝜎𝜎 2𝑡𝑡 + 𝜇𝜇 имеем:

1
𝜋𝜋

�
−∞

+∞

𝜈𝜈 2𝑡𝑡 + 𝜇𝜇 𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝜈𝜈 2

𝜋𝜋
�

−∞

+∞

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜇𝜇
1
𝜋𝜋

�
−∞

+∞

𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑

=
𝜈𝜈 2

𝜋𝜋
�

−∞

+∞

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜇𝜇
2
𝜋𝜋

�
0

+∞

𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜇𝜇
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Доказательство �
−∞

+∞

(𝑥𝑥 − 𝜇𝜇)2 1
𝜈𝜈 2𝜋𝜋

𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝜇𝜇)2

2𝜈𝜈2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜈𝜈2

Применяя замену переменной 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥−𝜇𝜇
𝜈𝜈 2

 имеем:

�
−∞

+∞

(𝑥𝑥 − 𝜇𝜇)2 1
𝜈𝜈 2𝜋𝜋

𝑒𝑒−(𝑥𝑥−𝜇𝜇)2

2𝜈𝜈2 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2𝜈𝜈2

𝜋𝜋
�

−∞

+∞

𝑡𝑡2 𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑

Интегрируя по частям, получим:

𝜈𝜈2

𝜋𝜋
�

−∞

+∞

𝑡𝑡 � 2𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = =
𝜈𝜈2

𝜋𝜋
2 �

0

+∞

𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜈𝜈2
2 2

2

|t tte e dtν
π

+∞+∞
− −

−∞ −∞

 
− + 
 

∫
𝑑𝑑𝑑𝑑
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Доказательство �
−∞

+∞

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0

� 𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
1
2

� 𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑(−𝑡𝑡2) = −
1
2

𝑒𝑒−𝑡𝑡2 + 𝐶𝐶

�
0

+∞

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = lim
𝑣𝑣→∞

�
0

𝑣𝑣

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = lim
𝑣𝑣→∞

−
1
2

𝑒𝑒−𝑣𝑣2 +
1
2

=
1
2

�
−∞

0

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = lim
𝑢𝑢→−∞

�
𝑢𝑢

0

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = lim
𝑢𝑢→−∞

−
1
2

+
1
2

𝑒𝑒−𝑢𝑢2 = −
1
2

�
−∞

+∞

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
2

−
1
2

= 0
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Интеграл Эйлера-Пуассона

�
0

+∞

𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝜋𝜋

2

Демидович Б.П., Кудрявцев В.А. Краткий курс высшей математики: Учеб. пособие для 
вузов / Б.П. Демидович, В.А. Кудрявцев, Москва: ООО «Издательство Астрель»; ООО 
«Издательство АСТ», 2001. 656 c.
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Интегрирование по частям
� 𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑡𝑡𝑡𝑡 − � 𝑣𝑣 𝑑𝑑𝑑𝑑

� 𝑡𝑡 � 2𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑 −𝑒𝑒−𝑡𝑡2

𝑣𝑣 = −𝑒𝑒−𝑡𝑡2
=

= −𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2 + � 𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑

16.11.2024

8. Техники, улучшающие обучение нейронных сетей 56



© Соколинский Л.Б. Глубокие нейронные сети

�
−∞

+∞

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0

� 𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = −
1
2

� 𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑(−𝑡𝑡2) = −
1
2

𝑒𝑒−𝑡𝑡2 + 𝐶𝐶

�
0

+∞

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = lim
𝑣𝑣→∞

�
0

𝑣𝑣

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = lim
𝑣𝑣→∞

−
1
2

𝑒𝑒−𝑣𝑣2 +
1
2

=
1
2

�
−∞

0

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = lim
𝑢𝑢→−∞

�
𝑢𝑢

0

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 = lim
𝑢𝑢→−∞

−
1
2

+
1
2

𝑒𝑒−𝑢𝑢2 = −
1
2

�
−∞

+∞

𝑡𝑡𝑒𝑒−𝑡𝑡2𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1
2

−
1
2

= 0
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http://sernam.ru/book_tp.php?id=61

Если X и Y – случайные величины с 
нормальным распределением, то
случайная величина 𝑍𝑍 = 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 
также будет иметь нормальное 
распределение
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Независимы случайные величины
Математическое ожидание суммы независимых случайных 
величин равно сумме их математических ожиданий:

𝑀𝑀 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝑀𝑀 𝑋𝑋 + 𝑀𝑀[𝑌𝑌]

Дисперсия суммы независимых случайных величин равно сумме 
дисперсий:

𝐷𝐷 𝑋𝑋 + 𝑌𝑌 = 𝐷𝐷 𝑋𝑋 + 𝐷𝐷[𝑌𝑌]
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Обучение нейронной сети методом градиентного спуска

Необходимо минимизировать среднеквадратичную 

ошибку:

ℂ =
1
𝑉𝑉

�
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)∈𝑉𝑉

𝜶𝜶 𝒙𝒙 − 𝒚𝒚 2

2

𝒘𝒘 ≔ 𝒘𝒘 − 𝜂𝜂∇𝒘𝒘ℂ

𝒃𝒃 ≔ 𝒃𝒃 − 𝜂𝜂∇𝒃𝒃ℂ
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Выбор скорости обучения 𝜂𝜂

Большая скорость обучения:
метод расходится (ошибка увеличивается)

Малая скорость обучения:
метод медленно сходится
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Высокая скорость обучения предотвращает остановку 
в локальном минимуме

16.11.2024

Локальный
минимум

Глобальный
минимум
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