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Проблема с замедлением обучения 
(исчезающий градиент)

14.10.2023
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5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Зависимость скорости обучения 
от начальных значений w и b

14.10.2023

3

Начальные значения:
𝑤𝑤 = 0.6
𝑏𝑏 = 0.9

Начальные значения:
𝑤𝑤 = 2
𝑏𝑏 = 2

𝜂𝜂 = 0.15

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии

Правильный ответ: 0.0025

Эпохи

Ошибка Ошибка

Эпохи

https://sok.susu.ru/image/multimedia/05%20Cross-entropy2.mp4
https://sok.susu.ru/image/multimedia/05%20Cross-entropy1.mp4


© Соколинский Л.Б. Глубокие нейронные сети

Анализ проблемы

�𝐶𝐶 = (𝑦𝑦 − 𝑎𝑎)2
2

𝑎𝑎 = 𝜎𝜎 𝑧𝑧 ; 𝑧𝑧 = 𝑤𝑤𝑥𝑥 + 𝑏𝑏; 𝒙𝒙 = 𝟏𝟏; 𝒚𝒚 = 𝟎𝟎
⇒

𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑤𝑤

= 𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑎𝑎
⋅ 𝜕𝜕𝜎𝜎 𝑧𝑧

𝜕𝜕𝑧𝑧
⋅ 𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑤𝑤

= 𝑎𝑎 − 𝑦𝑦 𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧

𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑏𝑏

= 𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑎𝑎
⋅ 𝜕𝜕𝜎𝜎 𝑧𝑧

𝜕𝜕𝑧𝑧
⋅ 𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑏𝑏

= (𝑎𝑎 − 𝑦𝑦)𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧 = 𝑎𝑎𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧

14.10.2023

45. Функция потерь на основе перекрестной энтропии

1
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Продолжение анализа проблемы

�
𝑤𝑤 ≔ 𝑤𝑤 − 𝜂𝜂 𝜕𝜕𝐶𝐶𝜕𝜕𝑤𝑤
𝑏𝑏 ≔ 𝑏𝑏 − 𝜂𝜂 𝜕𝜕𝐶𝐶𝜕𝜕𝑏𝑏

⇒ �
𝑤𝑤 ≔ 𝑤𝑤 − 𝜂𝜂𝑎𝑎𝜎𝜎′ 𝑧𝑧
𝑏𝑏 ≔ 𝑏𝑏 − 𝜂𝜂𝑎𝑎𝜎𝜎′ 𝑧𝑧

lim
𝑧𝑧→+∞

𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧 = 0

lim
𝑧𝑧→−∞

𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧 = 0

14.10.2023

55. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Эпохи

Ошибка

Зависимость скорости обучения 
от начальных значений w и b

14.10.2023

6

Начальные значения:
𝑤𝑤 = 0.6
𝑏𝑏 = 0.9

Начальные значения:
𝑤𝑤 = 2
𝑏𝑏 = 2

Эпохи

Ошибка

𝑧𝑧 = 𝑤𝑤𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 𝑧𝑧 = 4𝑧𝑧 = 1.5

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Выводы
• Если выходной сигнал нейрона близок к нулю или 

единице, то значение производной для сигмоидной 
функции близко к нулю

• Следовательно, в этих случаях будет наблюдаться 
замедление обучения

• Что делать?

• Решение: заменить среднеквадратичную функцию 
потерь на функцию перекрестной энтропии
(при условии, что выходными сигналами могут быть 
только значения из множества {0,1})

14.10.2023

75. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Использование функции перекрестной энтропии
в качестве функции потерь

14.10.2023

8

𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1

⋅⋅⋅

𝑤𝑤1
𝑤𝑤2

𝑤𝑤𝑛𝑛
𝑎𝑎 = 𝜎𝜎(𝑧𝑧)

b
𝑧𝑧 = 𝑏𝑏 + �

𝑖𝑖=1

𝑛𝑛

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖

𝐶𝐶 = − 𝑦𝑦 ln 𝑎𝑎 + 1 − 𝑦𝑦 ln 1 − 𝑎𝑎

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Проверка ограничения 𝐶𝐶 ≥ 0

14.10.2023

9

�
𝑎𝑎 = 𝜎𝜎 𝑧𝑧 ⇒ 0 < 𝑎𝑎 < 1 ⇒ ln𝑎𝑎 < 0 ∧ ln 1 − 𝑎𝑎 < 0

0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 1
⇒ 𝐶𝐶 ≥ 0

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии

𝐶𝐶 = 𝑦𝑦 − ln 𝑎𝑎 + (1 − 𝑦𝑦) − ln(1 − 𝑎𝑎)
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Свойства функции потерь на основе 
перекрестной энтропии

14.10.2023

10

lim
𝑎𝑎→𝑦𝑦

𝐶𝐶 = 0

𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑤𝑤𝑖𝑖

= 𝑥𝑥𝑖𝑖 � 𝜎𝜎 𝑧𝑧 − 𝑦𝑦

𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑏𝑏

= 𝜎𝜎 𝑧𝑧 − 𝑦𝑦

Если выходной сигнал 
близок желаемому, 
величина функции 
потерь близка к нулю

Нет замедления обучения 
при 𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧 → 0

(1)

(2)

(3)

𝐶𝐶 = − 𝑦𝑦 ln 𝑎𝑎 + (1 − 𝑦𝑦) ln(1 − 𝑎𝑎)

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Доказательство lim
𝑎𝑎→𝑦𝑦

𝐶𝐶 = 0 (1)

𝑦𝑦 = 0 ≈ 𝑎𝑎 ⇒ �
𝑦𝑦 ln 𝑎𝑎 = 0
1 − 𝑦𝑦 ln 1 − 𝑎𝑎 = ln 1 − 𝑎𝑎 ≈ ln 1 = 0 ⇒

⇒ 𝐶𝐶 ≈ 0

𝑦𝑦 = 1 ≈ 𝑎𝑎 ⇒ �
𝑦𝑦 ln 𝑎𝑎 = ln 𝑎𝑎 ≈ ln 1 = 0

1 − 𝑦𝑦 ln 1 − 𝑎𝑎 = 0
⇒ 𝐶𝐶 ≈ 0

14.10.2023

11

𝐶𝐶 = − 𝑦𝑦 ln 𝑎𝑎 + (1 − 𝑦𝑦) ln(1 − 𝑎𝑎)

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Доказательство (2)

14.10.2023
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𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑤𝑤𝑖𝑖

= 𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑎𝑎
⋅ 𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑧𝑧
⋅ 𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑤𝑤𝑖𝑖

= − 𝑦𝑦
𝑎𝑎
− 1−𝑦𝑦

1−𝑎𝑎
⋅ 𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑧𝑧
⋅ 𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑤𝑤𝑖𝑖

=

= − 𝑦𝑦
𝜎𝜎 𝑧𝑧

− 1−𝑦𝑦
1−𝜎𝜎 𝑧𝑧

⋅ 𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧 ⋅ 𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑤𝑤𝑖𝑖

=

= − 𝑦𝑦
𝜎𝜎 𝑧𝑧

− 1−𝑦𝑦
1−𝜎𝜎 𝑧𝑧

⋅ 𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧 ⋅ 𝑥𝑥𝑖𝑖 =

= − 𝜎𝜎′ 𝑧𝑧 ⋅𝑥𝑥𝑖𝑖
𝜎𝜎 𝑧𝑧 1−𝜎𝜎 𝑧𝑧

𝑦𝑦 − 𝜎𝜎 𝑧𝑧 ⋅ 𝑥𝑥𝑖𝑖 =

= −𝑥𝑥𝑖𝑖 � 𝑦𝑦 − 𝜎𝜎 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥𝑖𝑖 � 𝜎𝜎 𝑧𝑧 − 𝑦𝑦

𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑤𝑤𝑖𝑖

= 𝑥𝑥𝑖𝑖 � 𝜎𝜎 𝑧𝑧 − 𝑦𝑦

𝐶𝐶 = − 𝑦𝑦 ln 𝑎𝑎 + (1 − 𝑦𝑦) ln(1 − 𝑎𝑎)

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Доказательство (3)

14.10.2023

13

𝐶𝐶 = − 𝑦𝑦 ln 𝑎𝑎 + (1 − 𝑦𝑦) ln(1 − 𝑎𝑎)

𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑏𝑏

= 𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑎𝑎
⋅ 𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑧𝑧
⋅ 𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑏𝑏

= − 𝑦𝑦
𝑎𝑎
− 1−𝑦𝑦

1−𝑎𝑎
⋅ 𝜕𝜕𝑎𝑎
𝜕𝜕𝑧𝑧
⋅ 𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑏𝑏

=

= − 𝑦𝑦
𝜎𝜎 𝑧𝑧

− 1−𝑦𝑦
1−𝜎𝜎 𝑧𝑧

⋅ 𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧 ⋅ 𝜕𝜕𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑏𝑏

=

= − 𝑦𝑦
𝜎𝜎 𝑧𝑧

− 1−𝑦𝑦
1−𝜎𝜎 𝑧𝑧

⋅ 𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧 ⋅ 1 =

= − 𝜎𝜎′ 𝑧𝑧
𝜎𝜎 𝑧𝑧 1−𝜎𝜎 𝑧𝑧

𝑦𝑦 − 𝜎𝜎 𝑧𝑧 =

= − 𝑦𝑦 − 𝜎𝜎 𝑧𝑧 = 𝜎𝜎 𝑧𝑧 − 𝑦𝑦

𝜕𝜕𝐶𝐶
𝜕𝜕𝑏𝑏

= 𝜎𝜎 𝑧𝑧 − 𝑦𝑦

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Эффект от применения функции перекрестной энтропии

14.10.2023

14

Начальные значения:
𝑤𝑤 = 0.6
𝑏𝑏 = 0.9

Начальные значения:
𝑤𝑤 = 2
𝑏𝑏 = 2

Эпохи

Ошибка

𝜂𝜂 = 0.005

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии

Правильный ответ: 0.0025

Эпохи

Ошибка

https://sok.susu.ru/image/multimedia/05%20Cross-entropy3.mp4
https://sok.susu.ru/image/multimedia/05%20Cross-entropy4.mp4
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Обобщение функции потерь для нейронной сети с 
несколькими выходами

14.10.2023

15

𝐶𝐶 = −�
𝑗𝑗

𝑦𝑦𝑗𝑗 ln𝑎𝑎𝑗𝑗
(𝐿𝐿) + (1 − 𝑦𝑦𝑗𝑗) ln 1 − 𝑎𝑎𝑗𝑗

(𝐿𝐿)

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Обобщение функции потерь на всю обучающую выборку

14.10.2023

16

ℂ = −
1
𝑉𝑉

�
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)∈𝑉𝑉

�
𝑗𝑗

𝑦𝑦𝑗𝑗 ln 𝑎𝑎𝑗𝑗
(𝐿𝐿) + (1 − 𝑦𝑦𝑗𝑗) ln 1 − 𝑎𝑎𝑗𝑗

(𝐿𝐿)

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Вычисление меры 𝛿𝛿𝑖𝑖
(𝐿𝐿) влияния нейрона на величину 

ошибки для выходного слоя

𝛿𝛿𝑖𝑖
(𝐿𝐿) = 𝜕𝜕𝐶𝐶

𝜕𝜕𝑧𝑧𝑖𝑖
(𝐿𝐿) = 𝜕𝜕𝐶𝐶

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑖𝑖
𝐿𝐿 ⋅

𝜕𝜕𝑎𝑎𝑖𝑖
(𝐿𝐿)

𝜕𝜕𝑧𝑧𝑖𝑖
𝐿𝐿 = − 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑖𝑖
𝐿𝐿 −

1−𝑦𝑦𝑖𝑖
1−𝑎𝑎𝑖𝑖

𝐿𝐿 ⋅ 𝜕𝜕𝑎𝑎𝑖𝑖
(𝐿𝐿)

𝜕𝜕𝑧𝑧𝑖𝑖
(𝐿𝐿) =

= − 𝑦𝑦𝑖𝑖
𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖

(𝐿𝐿) − 1−𝑦𝑦𝑖𝑖
1−𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖

(𝐿𝐿) ⋅ 𝜎𝜎′ 𝑧𝑧𝑖𝑖
(𝐿𝐿) =

= −
𝑦𝑦𝑖𝑖−𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖

(𝐿𝐿)

𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖
(𝐿𝐿) ⋅ 1−𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖

(𝐿𝐿) ⋅ 𝜎𝜎′ 𝑧𝑧𝑖𝑖
(𝐿𝐿) =

= −
𝑦𝑦𝑖𝑖−𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖

(𝐿𝐿)

𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖
(𝐿𝐿) ⋅ 1−𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖

(𝐿𝐿) ⋅ 𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖
(𝐿𝐿) 1 − 𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖

(𝐿𝐿) =

= − 𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖
(𝐿𝐿) = 𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖

(𝐿𝐿) − 𝑦𝑦𝑖𝑖 = 𝑎𝑎𝑖𝑖
(𝐿𝐿) − 𝑦𝑦𝑖𝑖

14.10.2023

175. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Формулы обратного распространения
ошибки

Среднеквадратичная 
ошибка

Перекрестная 
энтропия

𝛿𝛿𝑖𝑖
(𝐿𝐿) = 𝑎𝑎𝑖𝑖

(𝐿𝐿) − 𝑦𝑦𝑖𝑖 ⋅ 𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑖𝑖
(𝐿𝐿) 𝛿𝛿𝑖𝑖

(𝐿𝐿) = 𝑎𝑎𝑖𝑖
(𝐿𝐿) − 𝑦𝑦𝑖𝑖 BP1

𝛿𝛿𝑗𝑗
(𝑙𝑙) = 𝜎𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑗𝑗

(𝑙𝑙) �
𝑖𝑖

𝑤𝑤𝑗𝑗𝑖𝑖
(𝑙𝑙+1)𝛿𝛿𝑖𝑖

(𝑙𝑙+1)
BP2

𝜕𝜕𝐶𝐶

𝜕𝜕𝑏𝑏𝑖𝑖
(𝑙𝑙) = 𝛿𝛿𝑖𝑖

(𝑙𝑙)
BP3

𝜕𝜕𝐶𝐶

𝜕𝜕𝑤𝑤𝑗𝑗𝑖𝑖
(𝑙𝑙) = 𝛿𝛿𝑖𝑖

(𝑙𝑙) ⋅ 𝑎𝑎𝑗𝑗
(𝑙𝑙−1)

BP4

14.10.2023

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии 18
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Отличительные свойства перекрестной энтропии 

1. Ориентирована на нейронные сети с 
выходными сигналами из множества 
{0,1}

2. Не приводит к замедлению обучения 
при 𝝈𝝈 𝑧𝑧𝑖𝑖

(𝐿𝐿) → 0

3. Не приводит к замедлению обучения 
при 𝝈𝝈 𝑧𝑧𝑖𝑖

(𝐿𝐿) → 1

14.10.2023
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Конец лекции 5

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Лемма: 𝜎𝜎′ 𝑧𝑧 = 𝜎𝜎 𝑧𝑧 1 − 𝜎𝜎 𝑧𝑧
14.10.2023
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𝜎𝜎′ 𝑧𝑧 = 𝑒𝑒−𝑧𝑧

1+𝑒𝑒−𝑧𝑧 2 =

 = 1
1+𝑒𝑒−𝑧𝑧

⋅ 1+𝑒𝑒
−𝑧𝑧−1

1+𝑒𝑒−𝑧𝑧
= 1

1+𝑒𝑒−𝑧𝑧
⋅ 1+𝑒𝑒−𝑧𝑧

1+𝑒𝑒−𝑧𝑧
− 1

1+𝑒𝑒−𝑧𝑧
=

 = 𝜎𝜎 𝑧𝑧 1 − 𝜎𝜎 𝑧𝑧

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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Цепное правило

Пусть 𝑓𝑓 зависит от 𝑔𝑔, а 𝑔𝑔 зависит от 𝑥𝑥. Тогда

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥

=
𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑔𝑔

⋅
𝜕𝜕𝑔𝑔
𝜕𝜕𝑥𝑥

14.10.2023
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Натуральный логарифм 
𝑦𝑦 = ln 𝑥𝑥

14.10.2023
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Примерно равно: ≈

𝑥𝑥 ≈ ℎ ⇒ 𝑦𝑦 ≈ 𝑔𝑔

⇕

lim
𝑥𝑥→ℎ

𝑦𝑦 = 𝑔𝑔

14.10.2023
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Сигмоидная (логистическая) функция

14.10.2023

25

• Область определения: ℝ
• Множество значений: (0;1)

𝜎𝜎 𝑧𝑧 =
1

1 + 𝑒𝑒−𝑧𝑧

5. Функция потерь на основе перекрестной энтропии
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