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Метод градиентного спуска
(двумерный случай)

• Найти минимум функции 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2): ℝ2 → ℝ
• Градиент:

∇𝑓𝑓 =
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)

𝜕𝜕𝑥𝑥1
;
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)

𝜕𝜕𝑥𝑥2

• ∆𝒙𝒙 ≔ −𝜂𝜂∇𝑓𝑓, 
где 𝜂𝜂 > 0 – малый 
параметр (скорость 
обучения) 

__________________
∇ – символ «набла»

05.11.2022
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Пример вычисления градиента
05.11.2022
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= ?

∇𝑓𝑓 = ?

𝑓𝑓

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1

33. Градиентный спуск



© Соколинский Л.Б. Глубокие нейронные сети

Нахождение минимума функции f 
методом градиентного спуска

𝒙𝒙(𝟎𝟎), 𝒙𝒙(𝟏𝟏), … , 𝒙𝒙 𝒏𝒏 , 𝒙𝒙 𝒏𝒏+𝟏𝟏 …

𝒙𝒙(𝒏𝒏+𝟏𝟏) = 𝒙𝒙(𝒏𝒏) − 𝜂𝜂∇𝑓𝑓 𝒙𝒙(𝒏𝒏)

𝜂𝜂 > 0 – скорость обучения

05.11.2022
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Выбор скорости обучения 𝜼𝜼
05.11.2022

Большая скорость обучения Малая скорость обучения

153. Градиентный спуск
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Высокая скорость обучения предотвращает 
остановку в локальном минимуме

05.11.2022
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Локальный
минимум

Глобальный
минимум
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Обучение нейронной сети 
методом градиентного спуска

Необходимо минимизировать 

среднеквадратичную ошибку:

ℂ =
1
𝑉𝑉

�
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)∈𝑉𝑉

𝜶𝜶 𝒙𝒙 − 𝒚𝒚 2

2

𝒘𝒘 ≔ 𝒘𝒘 − 𝜂𝜂∇𝒘𝒘ℂ

𝒃𝒃 ≔ 𝒃𝒃 − 𝜂𝜂∇𝒃𝒃ℂ

05.11.2022
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Проблема
05.11.2022

183. Градиентный спуск

Необходимо минимизировать 

среднеквадратичную ошибку:

ℂ =
1
𝑉𝑉

�
(𝒙𝒙,𝒚𝒚)∈𝑉𝑉

𝜶𝜶 𝒙𝒙 − 𝒚𝒚 2

2

𝒘𝒘 ≔ 𝒘𝒘 − 𝜂𝜂∇𝒘𝒘ℂ

𝒃𝒃 ≔ 𝒃𝒃 − 𝜂𝜂∇𝒃𝒃ℂ

Высокая вычислительная сложность процесса 
обучения

60 000 
прецедентов

10 000 000 
весов

100 000 
смещений
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m – количество нейронов в слое l

n – количество нейронов в слое l-1

𝑊𝑊(𝑙𝑙) =
𝑤𝑤11

(𝑙𝑙) ⋯ 𝑤𝑤1𝑚𝑚
(𝑙𝑙)

⋮ ⋱ ⋮
𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛

(𝑙𝑙) ⋯ 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛𝑛
(𝑙𝑙)

𝒃𝒃(𝑙𝑙) = 𝑏𝑏1
𝑙𝑙 ⋯ 𝑏𝑏𝑚𝑚

𝑙𝑙 ⊤
𝒛𝒛(𝑙𝑙) = 𝑧𝑧1

𝑙𝑙 ⋯ 𝑧𝑧𝑚𝑚
𝑙𝑙 ⊤

𝒂𝒂(𝑙𝑙−1) = 𝑎𝑎1
𝑙𝑙−1 ⋯ 𝑎𝑎𝑛𝑛

𝑙𝑙−1 ⊤
𝒂𝒂(𝑙𝑙) = 𝑎𝑎1

𝑙𝑙 ⋯ 𝑎𝑎𝑚𝑚
𝑙𝑙 ⊤

𝝈𝝈 𝒛𝒛(𝑙𝑙) = 𝜎𝜎 𝑧𝑧1
(𝑙𝑙) ⋯ 𝜎𝜎 𝑧𝑧𝑚𝑚

(𝑙𝑙) ⊤

𝒛𝒛(𝑙𝑙) = 𝑾𝑾(𝑙𝑙)⊤𝒂𝒂(𝑙𝑙−1) + 𝒃𝒃(𝑙𝑙)

𝒂𝒂(𝑙𝑙) = 𝝈𝝈 𝒛𝒛(𝑙𝑙)

Переход к векторно-матричным 
операциям

05.11.2022
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𝑏𝑏1
(𝑙𝑙)

l-1

𝑧𝑧1
(𝑙𝑙)

l

𝑧𝑧2
(𝑙𝑙)

𝑧𝑧𝑚𝑚
(𝑙𝑙)

𝑎𝑎1
(𝑙𝑙−1)

𝑎𝑎2
(𝑙𝑙−1)

𝑎𝑎𝑛𝑛
(𝑙𝑙−1)

𝑎𝑎1
(𝑙𝑙)

𝑎𝑎2
(𝑙𝑙)

𝑎𝑎𝑚𝑚
(𝑙𝑙)

⋮ ⋮

𝑤𝑤11
(𝑙𝑙)

𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛𝑛
(𝑙𝑙)

𝑤𝑤12
(𝑙𝑙)

𝑤𝑤1𝑚𝑚
(𝑙𝑙)

𝑤𝑤2𝑚𝑚
(𝑙𝑙)

𝑤𝑤21
(𝑙𝑙)

𝑤𝑤22
(𝑙𝑙)

𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛
(𝑙𝑙)

𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛
(𝑙𝑙)

𝑏𝑏2
(𝑙𝑙)

𝑏𝑏𝑚𝑚
(𝑙𝑙)
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Преобразование формулы 
среднеквадратичной ошибки

05.11.2022
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𝛁𝛁𝒘𝒘ℂ =
1
𝑉𝑉 �

(𝒙𝒙,𝒚𝒚)∈𝑉𝑉

𝛁𝛁𝒘𝒘𝐶𝐶(𝒙𝒙,𝒚𝒚)

𝛁𝛁𝒃𝒃ℂ =
1
𝑉𝑉 �

(𝒙𝒙,𝒚𝒚)∈𝑉𝑉

𝛁𝛁𝒃𝒃𝐶𝐶(𝒙𝒙,𝒚𝒚)

Имеем

Обозначим 𝐶𝐶(𝒙𝒙,𝒚𝒚) = 𝜶𝜶 𝒙𝒙 −𝒚𝒚 2

2

Тогда

Следовательно

ℂ =
1
𝑉𝑉 �

(𝒙𝒙,𝒚𝒚)∈𝑉𝑉

𝐶𝐶(𝒙𝒙,𝒚𝒚)

ℂ =
1
𝑉𝑉 �

(𝒙𝒙,𝒚𝒚)∈𝑉𝑉

𝜶𝜶 𝒙𝒙 − 𝒚𝒚 2

2
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Стохастический градиентный спуск 
(SGD)

1. 𝒘𝒘 ≔ 𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓; 𝒃𝒃 ≔ 𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓 // Присваиваем случайные значения
2. for 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = 1 … 10 do
3. 𝑉𝑉 → 𝑉𝑉1, … , 𝑉𝑉𝑀𝑀 // Последовательно разбиваем V на подвыборки
4. for 𝑖𝑖 = 1 … 𝑀𝑀 do 

5. ∇𝒘𝒘ℂ𝑉𝑉𝑖𝑖 ≔ 1
𝑉𝑉𝑖𝑖

∑(𝒙𝒙,𝒚𝒚)∈𝑉𝑉𝑖𝑖
∇𝒘𝒘𝐶𝐶(𝒙𝒙,𝒚𝒚)

6. ∇𝒃𝒃ℂ𝑉𝑉𝑖𝑖 ≔ 1
𝑉𝑉𝑖𝑖

∑(𝒙𝒙,𝒚𝒚)∈𝑉𝑉𝑖𝑖
∇𝒃𝒃𝐶𝐶(𝒙𝒙,𝒚𝒚)

7. 𝒘𝒘 ≔ 𝒘𝒘 − 𝜂𝜂∇𝒘𝒘ℂ𝑉𝑉𝑖𝑖

8. 𝒃𝒃 ≔ 𝒃𝒃 − 𝜂𝜂∇𝒃𝒃ℂ𝑉𝑉𝑖𝑖

9. end for
10. shuffle(𝑉𝑉) // Перемешиваем V
11. end for

05.11.2022
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Градиенты

∇𝒘𝒘ℂ =
𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑤𝑤1
, … ,

𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑤𝑤𝑄𝑄

∇𝒃𝒃ℂ =
𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑏𝑏1

, … ,
𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑏𝑏𝑃𝑃

05.11.2022

3. Градиентный спуск 22



© Соколинский Л.Б. Глубокие нейронные сети

Проблема

• Необходим эффективный алгоритм 

вычисления градиентов

∇𝒘𝒘𝐶𝐶 𝒙𝒙,𝒚𝒚

∇𝒃𝒃𝐶𝐶 𝒙𝒙,𝒚𝒚

05.11.2022
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Конец лекции 3

05.11.2022
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