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Постановка задачи

2

Цифровые 
двойники

• компьютерная реализация 
физической модели

Системы 
диф. 

уравнений

• применяются численные 
методы решения

СЛАУ
• высокой 

вычислительной 
сложности
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Решение

Разработана методика исследования 

масштабируемости ресурсоемких 

итерационных алгоритмов, применяемых 

в моделировании сложных физических 

процессов на суперкомпьютерных 

системах

3
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Модель параллельных вычислений BSF 

(Bulk-Synchronous Farm)

• Модель BSF – фреймворк (система правил и 

ограничений) для описания и анализа 

параллельных алгоритмов и программ

• Область применения:
– Многопроцессорные системы с распределенной 

памятью

– Параллельные итерационные алгоритмы с высокой 

вычислительной сложностью

• Позволяет предсказать:
– границу масштабируемости параллельного алгоритма

– ускорение параллельного алгоритма

4
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BSF-компьютер

Соединительная сеть

Мастер Рабочий 4Рабочий 1 Рабочий 2 Рабочий 3

Процессорные узлы

5



/28

Разновидности модели BSF
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BSF

BSF-M BSF-MR
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Модель BSF-M

7

Используется функция 

высшего порядка Map
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Параметры BSF-M

K – количество рабочих

ts – время, затрачиваемое мастером на передачу сообщения 

одному рабочему (без учета латентности)

L – латентность (время посылки сообщения длиной в 1 байт)

tw – время выполнения задания бригадой из одного рабочего в 

рамках одной итерации

tR – время, затрачиваемое мастером на получение результатов от 

всех рабочих (без учета латентности)

tp – время, затрачиваемое мастером на обработку полученных 

результатов и проверку условия завершения

8
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Время решения задачи системой из одного 

мастера и одного рабочего для BSF-M (сек.)

9

𝑇1 =

Мастер Рабочий

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝐿 + 𝑡𝑅

𝑡𝑤𝑡𝑝

𝐿 + 𝑡𝑠+𝑡𝑤 +𝐿 + 𝑡𝑅+𝑡𝑝

𝐵
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Время решения задачи системой из одного 

мастера и K рабочих для BSF-M (сек.)

10

𝑇𝐾 =

Мастер
Рабочий

2

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝐵[𝐾]

𝐿 + Τ𝑡𝑅 𝐾

𝑡𝑤
𝐾

𝑡𝑝

𝐾(𝐿 + 𝑡𝑠)+ Τ𝑡𝑤 𝐾+𝐾(𝐿 + 𝑡𝑅/𝐾)+𝑡𝑝

Рабочий

1

𝑡𝑤
𝐾

Рабочий

K

𝑡𝑤
𝐾

…

𝐵[2]

𝐿 + Τ𝑡𝑅 𝐾

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝐵[1]

𝐿 + Τ𝑡𝑅 𝐾
𝐾
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Ускорение для BSF-М

11

𝑎𝐵𝑆𝐹−𝑀 𝐾 =
𝑇1
𝑇𝐾

=
2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑅 + 𝑡𝑝 + 𝑡𝑤

𝐾2 2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝐾 𝑡𝑅 + 𝑡𝑝 + 𝑡𝑤
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Граница масштабируемости 

для BSF-М

12

𝐾𝑀
𝑀𝑎𝑥 =

𝑡𝑤
2𝐿 + 𝑡𝑠

Максимальное 

количество

рабочих

Время выполнения 

операции Map

Латентность
Время посылки сообщения 

одному рабочему
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Модель BSF-MR

13

Используются функции высшего 

порядка Map и Reduce
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Параметры BSF-MR

K – количество рабочих

l – длина списка (𝑙 = 𝑚𝐾, 𝑚 ∈ ℕ)

ts – время, затрачиваемое мастером на передачу сообщения 

одному рабочему (без учета латентности)

L – латентность (время посылки сообщения длиной в 1 байт)

tw – время выполнения задания бригадой из одного рабочего в 

рамках одной итерации

tr – время, затрачиваемое мастером на получение сообщения от 

одного рабочего (без учета латентности)

ta – время, необходимое для выполнения одной операции ⨁

tp – время, затрачиваемое мастером на вычисление следующего 

приближения и проверку условия завершения
14
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Время решения задачи системой из 

мастера и одного рабочего для BSF-MR

15

𝑇1 = 𝐿 + 𝑡𝑠+𝑡𝑤 + 𝑙𝑡𝑎+𝐿 + 𝑡𝑟+𝑡𝑝

Мастер Рабочий

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝐿 + 𝑡𝑟

𝑡𝑤 + 𝑙𝑡𝑎𝑡𝑝

Результат
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Время решения задачи системой из одного 

мастера и K рабочих для BSF-MR

16

𝑇𝐾 = 𝐾(𝐿 + 𝑡𝑠)+
𝑡𝑤
𝐾
+

𝑙

𝐾
− 1 𝑡𝑎+𝐾(𝐿 + 𝑡𝑟) +𝑡𝑝+(𝐾 − 1)𝑡𝑎

Мастер
Рабочий

2

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝑠(𝐾)

𝐿 + 𝑡𝑟

(𝐾 − 1)𝑡𝑎
Рабочий

1

𝑡𝑤
𝐾
+

𝑙

𝐾
− 1 𝑡𝑎

Рабочий

K

…

𝑠(2)

𝐿 + 𝑡𝑟

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝑠(1)

𝐿 + 𝑡𝑟 𝐾

𝑡𝑝

𝑡𝑤
𝐾
+

𝑙

𝐾
− 1 𝑡𝑎

𝑡𝑤
𝐾
+

𝑙

𝐾
− 1 𝑡𝑎
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Ускорение для BSF-МR

17

𝑎𝐵𝑆𝐹−𝑀𝑅 𝐾 =
𝑇1
𝑇𝐾

=
2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑝 + 𝑡𝑤 + 𝑙𝑡𝑎

𝐾 2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑎 + 𝑡𝑤 + 𝑙𝑡𝑎 /𝐾 − 𝑡𝑎 + 𝑡𝑝
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Граница масштабируемости 

для BSF-МR

18

𝐾𝑀𝑎𝑥 =
𝑡𝑤 + 𝑙𝑡𝑎

2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑎

Максимальное 

количество

рабочих

Время выполнения 

операции Map

Время получения 

результата от одного 

рабочего

Время посылки сообщения 

одному рабочему
Латентность

Время 

выполнения ⨁

Время выполнения 

операции Reduce
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Примеры применения моделей

19

BSF

BSF-M BSF-MR

Jacobi-M Jacobi-MR
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Алгоритм Jacobi для 

приближенного решения СЛАУ

20

𝑥(𝑘+1) = 𝐶𝑥(𝑘) + 𝑑

𝐴 =

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛
𝑥 = 𝑥1, … , 𝑥𝑛 𝑏 = (𝑏1, … , 𝑏𝑛)

𝐴𝑥 = 𝑏

𝐶 =

𝑐11 ⋯ 𝑐1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑛1 ⋯ 𝑐𝑛𝑛

𝑐𝑖𝑗 = ቐ
−
𝑎𝑖𝑗

𝑎𝑖𝑖
, ∀𝑗 ≠ 𝑖

0, ∀𝑗 = 𝑖

𝑑 = 𝑑1, … , 𝑑𝑛 𝑑𝑖 = Τ𝑏𝑖 𝑎𝑖𝑖
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Алгоритм Jacobi-M

над списками

21

1. 𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 𝐴, 𝑏 ; 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡 𝐶, 𝑑 ; 𝑘 ≔ 0; 𝑥(0) ≔ 𝑑

2. 𝐶𝑗
𝑟𝑜𝑤 ≔ 𝑐1𝑗 , … , 𝑐𝑛𝑗 ; 𝑥

(𝑘+1) ≔ 𝑀𝑎𝑝 𝐹𝑥(𝑘) , 𝐶𝑗
𝑟𝑜𝑤

3. Если 𝑥(𝑘+1) − 𝑥(𝑘)
2
< 𝜀; перейти на шаг 5

4. 𝑘 ≔ 𝑘 + 1; перейти на шаг 2

5. Стоп

𝐹𝑥(𝑘) = 𝑑𝑖 +෍

𝑗=1

𝑛

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖



/28

BSF-оценки для алгоритма Jacobi-M

для многопроцессорных систем с распределенной 

памятью

22

𝑎𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖−𝑀 𝐾 =

=
𝐾 2𝐿 + 2𝜏𝑡𝑟𝑛 + 𝜏𝑜𝑝 ∙ 2𝑛 + 2 + 𝜏𝑜𝑝2𝑛

2

𝐾2 2𝐿 + 𝜏𝑡𝑟𝑛 + 𝐾 𝜏𝑡𝑟𝑛 + 𝜏𝑜𝑝 ∙ 2𝑛 + 2 + 𝜏𝑜𝑝2𝑛
2

𝑲𝑱𝒂𝒄𝒐𝒃𝒊−𝑴
𝑴𝒂𝒙 = 𝑶 𝒏

𝜏𝑜𝑝 - время выполнения одной операции с плавающей точкой

𝜏𝑡𝑟 - время пересылки вещественного числа (без учета латентности)

𝑛 - количество уравнений

𝐿 - латентность
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Ускорение алгоритма Jacobi-M: 

теория и практика
n = 1 500 n = 5 000

n = 10 000
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Алгоритм Jacobi-MR 

над списками

24

1. 𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 𝐴, 𝑏 ; 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡 𝐶, 𝑑 ; 𝑘 ≔ 0; 𝑥(0) ≔ 𝑑

2. 𝐶𝑖
𝑐𝑜𝑙 ≔𝑀𝑎𝑝 𝐹𝑥(𝑘) , 𝑐1𝑗 , … , 𝑐𝑛𝑗

3. 𝑥(𝑘+1) ≔ 𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒 ⊕, 𝐶𝑖
𝑐𝑜𝑙

4. 𝑥(𝑘+1) ≔ 𝑥 𝑘+1 + 𝑑

5. Если 𝑥(𝑘+1) − 𝑥(𝑘)
2
< 𝜀, перейти на шаг 7

6. 𝑘 ≔ 𝑘 + 1; перейти на шаг 2

7. Стоп

𝐹𝑥(𝑗) = 𝑐1𝑗𝑥𝑗 , … , 𝑐𝑛𝑗𝑥𝑗
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BSF-оценки для алгоритма Jacobi-MR

для многопроцессорных систем с распределенной 

памятью

25

𝑲𝑱𝒂𝒄𝒐𝒃𝒊−𝑴𝑹
𝑴𝒂𝒙 = 𝑶 𝒏

𝜏𝑜𝑝 - время выполнения одной операции с плавающей точкой

𝜏𝑡𝑟 - время пересылки вещественного числа (без учета латентности)

𝑛 - количество уравнений

𝐿 - латентность

𝑎𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖−𝑀𝑅 𝐾 =
2 𝐿 + 𝜏𝑡𝑟𝑛 + 𝜏𝑜𝑝𝑛 3𝑛 − 𝐾 + 5

𝐾2 2 𝐿 + 𝜏𝑜𝑝𝑛 + 3𝜏𝑜𝑝𝑛 𝑛 + 𝐾
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Ускорение алгоритма Jacobi-MR: 

теория и практика

26

n = 1 500 n = 5 000

n = 10 000 n = 16 000



/28

Исходные коды

https://github.com/nadezhda-ezhova/Jacobi-MR

https://github.com/nadezhda-ezhova/Jacobi-M

27

https://github.com/nadezhda-ezhova/Jacobi-MR
https://github.com/nadezhda-ezhova/BSF-JacobiMR


/28

Спасибо за внимание!
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