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Экзафлопный вызов
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• Наличие сверхбольших задач, 

сводящихся к решению систем 

линейных неравенств или 

уравнений

• Численные параллельные 

алгоритмы, разработанные 

для общей памяти, не 

масштабируются на 

многопроцессорных системах 

с распределенной памятью:

– Хороший параллельный 

алгоритм для общей памяти 

плохо масштабируется на 

распределенной памяти

– Хорошо масштабируемый 

распределенный алгоритм не 

эффективен на общей памяти

Необходимо создавать библиотеки 

параллельных численных алгоритмов 

нового класса, ориентированные на 

экзафлопные вычислители с 

распределенной памятью
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Ускорение – главная характеристика 

масштабируемого алгоритма 

𝑎(𝐾) =
𝑡1
𝑡𝐾

Количество

процессорных узлов

Время решения 

задачи на 1 узле

Время решения 

задачи на K узлах

3
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Кривые ускорения реальной задачи на 

кластерной вычислительной системе 

(ускорение / количество процессорных узлов)

100

Граница 

масштабируемости 

алгоритма
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Модель параллельных вычислений BSF 

(Bulk-Synchronous Farm)

• Модель BSF – фреймворк (система правил и 

ограничений) для описания и анализа 

параллельных алгоритмов и программ

• Область применения:
– Многопроцессорные системы с распределенной 

памятью

– Параллельные итерационные алгоритмы с высокой 

вычислительной сложностью

• Позволяет предсказать:
– границу масштабируемости параллельного алгоритма

– ускорение параллельного алгоритма

5



/23

BSF-компьютер

Соединительная сеть

Мастер Рабочий 4Рабочий 1 Рабочий 2 Рабочий 3

Процессорные узлы

6
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Представление алгоритма в 

виде операций над списками

• Функции высшего порядка:

– Map

– Reduce

7
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Функция высшего порядка Map
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a1

a2

⋮

al

F(a1)

F(a2)

⋮

F(al)

Map

𝑀𝑎𝑝 𝐹, 𝑎1, … , 𝑎𝑙 = 𝐹(𝑎1), … , 𝐹(𝑎𝑙)
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Функция высшего порядка 

Reduce
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b1

b2

⋮

bl

𝑠 = 𝑏1⨁𝑏2⨁⋯⨁𝑏𝑙Reduce

𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒 ⨁, 𝑏1, … , 𝑏𝑙 = 𝑏1⨁⋯⨁𝑏𝑙
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Шаблон итерационного 

BSF-алгоритма над списками

1. 𝑖 ≔ 0; 𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 𝐴, 𝑥0

2. 𝐵 ≔ 𝑀𝑎𝑝 𝐹𝑥𝑖 , 𝐴

3. 𝑠 ≔ 𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒 ⨁, 𝐵

4. 𝑥𝑖+1 ≔ 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡 𝑥𝑖 , 𝑠

5. if 𝑆𝑡𝑜𝑝𝐶𝑜𝑛𝑑(𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖) go to 8

6. 𝑖 ≔ 𝑖 + 1

7. go to 2

8. 𝑂𝑢𝑡𝑝𝑢𝑡 𝑥𝑖+1 ; stop
10

𝑖 - номер итерации
𝐴 ∈ [𝒜] - список исходных элементов данных
𝑥0 - начальное приближение
𝐹𝑥:𝒜 → ℬ - параметризованная функция
𝐵 ∈ [ℬ] - список результирующих элементов
⨁ - ассоциативная операция
𝑥𝑖 - i-тое приближение
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Шаблон параллельного 

BSF-алгоритма над списками

Шаг Мастер Рабочий j (j=1,…,K)

1. 𝑖 ≔ 0; 𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 𝐴, 𝑥0 𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 𝐴

2. 𝑆𝑒𝑛𝑑𝑇𝑜𝑊𝑜𝑟𝑘𝑒𝑟𝑠(𝑥𝑖) 𝑅𝑒𝑐𝑣𝐹𝑟𝑜𝑚𝑀𝑎𝑠𝑡𝑒𝑟(𝑥𝑖)

𝐵[𝑗] ≔ 𝑀𝑎𝑝 𝐹𝑥𝑖 , 𝐴
[𝑗]

3. 𝑠(𝑗) ≔ 𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒 ⨁, 𝐵[𝑗]

𝑅𝑒𝑐𝑣𝐹𝑟𝑜𝑚𝑊𝑜𝑟𝑘𝑒𝑟𝑠([𝑠(1), … , 𝑠(𝐾)]) 𝑆𝑒𝑛𝑑𝑇𝑜𝑀𝑎𝑠𝑡𝑒𝑟(𝑠(𝑗))

𝑠 ≔ 𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒 ⨁, [𝑠(1), … , 𝑠(𝐾)]

4. 𝑥𝑖+1 ≔ 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡 𝑥𝑖 , 𝑠

5. if 𝑆𝑡𝑜𝑝𝐶𝑜𝑛𝑑(𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖) go to 8

6. 𝑖 ≔ 𝑖 + 1

7. go to 2 go to 2

8. 𝑂𝑢𝑡𝑝𝑢𝑡 𝑥𝑖+1 ; stop
11
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Параметры модели BSF

K – количество рабочих

ts – время, затрачиваемое мастером на передачу сообщения 

одному рабочему (без учета латентности)

L – латентность (время посылки сообщения длиной в 1 байт)

tw – время выполнения задания бригадой из одного рабочего в 

рамках одной итерации

tr – время, затрачиваемое мастером на получение сообщения от 

одного рабочего (без учета латентности)

ta – время, необходимое для выполнения одной операции ⨁

l – длина списка (𝑙 = 𝑚𝐾, 𝑚 ∈ ℕ)

tp – время, затрачиваемое мастером на вычисление следующего 

приближения и проверку условия завершения
12
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Время T1 решения задачи системой из 

одного мастера и одного рабочего (сек.)
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𝑇1 =

Мастер Рабочий

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝐿 + 𝑡𝑟

𝑡𝑤 + 𝑙𝑡𝑎𝑡𝑝

𝐿 + 𝑡𝑠+𝑡𝑤 + 𝑙𝑡𝑎+𝐿 + 𝑡𝑟+𝑡𝑝

𝑠
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Время TK решения задачи системой из 

одного мастера и K рабочих (сек.)
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𝑇𝐾 =

Мастер
Рабочий

2

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝑠(𝐾)

𝐿 + 𝑡𝑟

(𝐾 − 1)𝑡𝑎

𝐾(𝐿 + 𝑡𝑠)+
𝑡𝑤
𝐾
+

𝑙

𝐾
− 1 𝑡𝑎+𝐾(𝐿 + 𝑡𝑟) +𝑡𝑝

Рабочий

1

𝑡𝑤
𝐾
+

𝑙

𝐾
− 1 𝑡𝑎

Рабочий

K

…

𝑠(2)

𝐿 + 𝑡𝑟

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝑥𝑖

𝐿 + 𝑡𝑠

𝑠(1)

𝐿 + 𝑡𝑟 𝐾

𝑡𝑝

+(𝐾 − 1)𝑡𝑎

𝑡𝑤
𝐾
+

𝑙

𝐾
− 1 𝑡𝑎

𝑡𝑤
𝐾
+

𝑙

𝐾
− 1 𝑡𝑎
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Ускорение

BSF-алгоритма

15

𝑎 𝐾 =
𝑇1
𝑇𝐾

=
2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑝 + 𝑡𝑤 + 𝑙𝑡𝑎

𝐾 2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑎 + 𝑡𝑤 + 𝑙𝑡𝑎 /𝐾 − 𝑡𝑎 + 𝑡𝑝
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Граница масштабируемости 

BSF-алгоритма

16

𝐾𝑀𝑎𝑥 =
𝑡𝑤 + 𝑙𝑡𝑎

2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑎

Максимальное 

количество

рабочих

Время выполнения 

операции Map

Время получения 

результата от одного 

рабочего

Время посылки сообщения 

одному рабочему
Латентность

Время 

выполнения ⨁

Время выполнения 

операции Reduce
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Алгоритм Чиммино для системы линейных 

неравенств (Gianfranco Cimmino, 1938)
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𝑎𝑖 , 𝑥 − 𝑏𝑖 ≤ 0 𝑖 = 1,… ,𝑚 - система линейных неравенств

𝐻𝑖 = 𝑥 ∈ ℝ𝑛| 𝑎𝑖 , 𝑥 = 𝑏𝑖 - гиперплоскость, соответствующая 

i-тому неравенству

𝜋𝐻𝑖(𝑥) = 𝑥 +
𝑏𝑖− 𝑎𝑖,𝑥

‖𝑎𝑖‖
2 𝑎𝑖 - проекция x на гиперплоскость Hi

𝜌𝐻𝑖(𝑥) = 𝜋𝐻𝑖(𝑥) − 𝑥 =
𝑏𝑖− 𝑎𝑖,𝑥

‖𝑎𝑖‖
2 𝑎𝑖 - ортогональное отражение x

относительно Hi

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 +
𝜆

𝑚


𝑖=1

𝑚

൯𝜌𝐻𝑖(𝑥𝑘 - сходится к решению системы 

исходных неравенств при 0 < 𝜆 < 2
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BSF-представление алгоритма Чиммино

𝐹𝑥(𝐻𝑖) = 𝜌𝐻𝑖(𝑥)

18

1. 𝑖 ≔ 0; 𝑥 ≔ 𝟎

2. 𝑖 ≔ 𝑖 + 1

3. [𝑥𝑖
1, … , 𝑥𝑖

𝑚] ≔ 𝑀𝑎𝑝 𝐹𝑥𝑖 , [𝐻1, … , 𝐻𝑚]

4. 𝑠𝑖 ≔ 𝑅𝑒𝑑𝑢𝑐𝑒 +, [𝑥𝑖
1, … , 𝑥𝑖

𝑚]

5. 𝑥𝑖+1 ≔ 𝑥𝑖 +
𝜆

𝑚
𝑠𝑖

6. if ‖𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖‖
2 < 𝜀 goto 8

7. goto 2

8. stop
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BSF-оценки алгоритма Чиммино

для многопроцессорных систем с распределенной 

памятью
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𝑎(𝐾) =
𝑇1

𝑇𝐾
=

2(𝐿+𝜏𝑡𝑟𝑛)+𝜏𝑜𝑝 𝑚(𝑛2+𝑛+2)+4𝑛

2(𝐿+𝜏𝑡𝑟𝑛)𝐾+𝜏𝑜𝑝
൯𝑚(𝑛2+𝑛+2

𝐾
+𝐾𝑛+3𝑛

)𝑲𝒎𝒂𝒙 = 𝑶(𝒏 (при 𝑚 ≥ 𝑛)

𝜏𝑜𝑝 - время выполнения одной операции с плавающей точкой

𝜏𝑡𝑟 - время пересылки вещественного числа (без учета латентности)

𝑚 - количество неравенств

𝑛 - размерность пространства

𝐿 - латентность
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BSF-реализация алгоритма 

Чиммино на С++ и MPI

https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-Cimmino
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https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-Cimmino


/23

Ускорение алгоритма Чиммино: 

теория и практика
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Зависимость границы масштабируемости 

алгоритма Чиммино от размерности задачи
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Спасибо за внимание!
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