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TOP500 (ноябрь 2017)

2018 2020 2022

1 EFlop/s

10 PFlop/s
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Изменение основной парадигмы 

дизайна численных алгоритмов

Разработать алгоритм, 

эффективно работающий 

на малых вычислительных 

ресурсах

Разработать алгоритм, 

способный эффективно 

использовать большие 

вычислительные ресурсы

1988 2018
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Главная характеристика современного 

параллельного численного алгоритма

Масштабируемость

Ускорение Параллельная 

эффективность
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Ускорение

𝑎(𝐾) =
𝑡1
𝑡𝐾

Количество

процессорных узлов

Время решения 

задачи на 1 узле

Время решения 

задачи на K узлах
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Параллельная эффективность

𝑒(𝐾) =
𝑎(𝐾)

𝐾

Ускорение

Количество 

процессорных

узлов
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Ускорение: 

идеальное, линейное, реальное
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Алгоритм является хорошо 

масштабируемым, если:

1) ускорение близко к линейному

2) параллельная эффективность > 0.5
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Ускорение реальной задачи на кластерной 

вычислительной системе

100

Граница 

масштабируемости 

алгоритма
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n=400

n=300

n=200

Необходима формула для оценка 

масштабируемости алгоритма до написания 

программы

S(400)S(200) S(300)

𝐾 ≤ 𝑆(𝑛)

10

n - размер задачи
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Модель параллельных 

вычислений

• Модель параллельных вычислений – это 

фреймворк (система правил и ограничений) 

для описания и анализа параллельных 

алгоритмов и программ

• Модель параллельных вычислений 

позволяет оценить время выполнения 

параллельной программы (без ее 

реального выполнения на компьютере)
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Дерево моделей параллельных 

вычислений
Модели параллельных вычислений

PRAM
1979

QRQW PRAM
1998

BSPRAM
1998

PRAM-NUMA
2011

BSP
1990

E-BSP
1996

BSP*
1998

HBSP
2000

HCGM
2000

D-BSP
2001

OBSP*
2004

Multi-BSP
2011

MBSP
2015

LogP
1993

LogQ
1997

LogGP
1997

LogPQ
1997

PlogP
2000

LogGPS
2001

LoGPG
2001

LoGPC
2001

HLogGP
2006

LogfP
2006

lognP
2007

mlognP
2009

LogGPH
2010

mHLogGP
2012

HLognGP
2015

CGM
1996

PRO
2002

BSF
2017

12



/33

Борьба противоположностей в 

моделях параллельных вычислений

13

Простота

ТочностьУниверсальность

1. Необходимо сужать проблемную область:

для разных областей нужны разные модели

2. Необходимо накладывать более жесткие 

ограничения на структуру параллельной 

программы
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Фундамент модели BSF

Модель BSF

(Bulk-Synchronous Farm)

Схема программирования 

SPMD
(Single Program – Multiple Data)

Парадигма

«Мастер-рабочие»

Модель параллельных 

вычислений BSP
(Bulk-Synchronous Parallelism)

14

Фреймворк

MapReduce
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Область применения модели 

BSF

• Многопроцессорные системы с 

распределенной памятью

• Параллельные итерационные 

алгоритмы с высокой вычислительной 

сложностью
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Модель BSF позволяет 

предсказать:

• границу масштабируемости 

параллельного алгоритма

• ускорение алгоритма

• параллельную эффективность 

алгоритма

16
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BSF-компьютер

Соединительная сеть

Мастер Рабочий 4Рабочий 1 Рабочий 2 Рабочий 3

Процессорные узлы

17
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Структура BSF-программы

Секции мастера Секции рабочего

Инициализация 

мастера

Инициализация 

рабочего

Барьерная синхронизация

Посылка 

задания рабочим

Получение 

задания от 

мастера

Выполнение

задания

Получение 

результатов 

от рабочих

Посылка 

результатов 

мастеру

Обработка

результатов

Начало итерационного процесса

Конец итерационного процесса

Барьерная синхронизация

Вывод

результатов

Завершение

мастера

Завершение

рабочего

Инициализация

Передача задания

Завершение

Итерационный процесс

Выполнение задания

Передача результатов

Обработка результатов

Супершаги
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Схема работы BSF-алгоритма

M W1 W2 W3 W4 W5

Барьерная синхронизация

Итерация 1

Барьерная синхронизация

Итерация 2
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Параметры BSF-модели

ts – время, необходимое для посылки сообщения 

одному рабочему

L – латентность (время посылки сообщения длиной в 1 

байт)

tw – суммарное время всех вычислений, выполняемых 

рабочими в рамках одной итерации

tr – время, необходимое для передачи результатов 

мастеру от рабочих

ta – время, необходимое для сложения двух 

результатов

tp – время проверки условия завершения
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Время решения задачи системой 

из мастера и одного рабочего

21

𝑇1 =

Мастер Рабочий

Задание

𝐿 + 𝑡𝑠

𝐿 + 𝑡𝑟

𝑡𝑤𝑡𝑝

𝐿 + 𝑡𝑠+𝑡𝑤 +𝐿 + 𝑡𝑟+𝑡𝑝

Результат
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Время решения задачи системой 

из одного мастера и K рабочих

22

𝑇𝐾 =

Мастер
Рабочий

2

Задание

𝐿 + 𝑡𝑠

Результат K

𝐿 + 𝑡𝑟

𝑡𝑤
𝐾

(𝐾 − 1)𝑡𝑎

𝐾(𝐿 + 𝑡𝑠)+ Τ𝑡𝑤 𝐾+𝐾(𝐿 + 𝑡𝑟) +𝐾𝑡𝑝

Рабочий

1

𝑡𝑤
𝐾

Рабочий

K

𝑡𝑤
𝐾

…

Результат 2

𝐿 + 𝑡𝑟

Задание

𝐿 + 𝑡𝑠

Задание

𝐿 + 𝑡𝑠

Результат 1

𝐿 + 𝑡𝑟
𝐾

𝑡𝑝

+(𝐾 − 1)𝑡𝑎
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Ускорение

BSF-алгоритма

23

𝑎 𝐾 =
𝑇1
𝑇𝐾

=
2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑝 + 𝑡𝑤

𝐾 2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑎 + 𝑡𝑝 − 𝑡𝑎 + 𝑡𝑤/𝐾
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Параллельная эффективность 

BSF-алгоритма

24

𝑒 𝐾 =
𝑎(𝐾)

𝐾
≈

1

Τ1 + 𝐾2(2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑎) + 𝐾𝑡𝑝 𝑡𝑤
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Вычисление границы 

масштабируемости BSF-алгоритма

25

Найдем корни уравнения )𝑎′(𝐾 = 0

൫2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑝 + 𝑡𝑤) Τ𝑡𝑤 𝐾2 − 2𝐿 − 𝑡𝑠 − 𝑡𝑟 − 𝑡𝑎

𝐾 2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑎 − 𝑡𝑎 + 𝑡𝑝 + Τ𝑡𝑤 𝐾
2 = 0

Τ𝑡𝑤 𝐾
2
− 2𝐿 − 𝑡𝑠 − 𝑡𝑎 = 0

𝐾 =
𝑡𝑤

2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑎



/33

Граница масштабируемости 

BSF-алгоритма

𝐾 ≤
𝑡𝑤

2𝐿 + 𝑡𝑠 + 𝑡𝑟 + 𝑡𝑎

Количество

рабочих

Суммарное время всех 

вычислений, выполняемых 

рабочими в рамках одной 

итерации

Время передачи мастеру 

результата от одного 

рабочего

Граница масштабируемости не зависит от:

tp – время проверки условия завершения

26

Время посылки сообщения 

одному рабочему
Латентность

Время сложения 

двух результатов
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Пример применение модели BSF 

для исследования алгоритма NSLP

• 𝑥 ∈ ℝ𝑛

• At – матрица 𝑚 × 𝑛

• ct, bt – векторы размерности n

• 𝑡 ∈ ℝ≥0 – время

Нестационарная задача линейного 

программирования

max 𝑐𝑡 , 𝑥 |𝐴𝑡𝑥 ≤ 𝑏𝑡 , 𝑥 ≥ 0

27
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Граница масштабируемости 

BSF-реализации алгоритма NSLP

В каждой итерации меняется один элемент 

матрицы A:

𝐾 ≤ 𝑂(𝑛)

В каждой итерации меняются все элементы 

матрицы A:

𝐾 ≤ 𝑂 𝑛

K – количество рабочих узлов

n – размерность задачи
28
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BSF-реализация алгоритма 

NSLP на С++ и MPI

https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-NSLP

29

https://github.com/leonid-sokolinsky/BSF-NSLP
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Сравнение теории с 

экспериментом: n = 400
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Сравнение теории с 

экспериментом: n = 800
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Сравнение теории с 

экспериментом: n = 1080
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Ускорение Эффективность
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Спасибо за внимание!

Вопросы?

33
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Дополнительные 

слайды
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BSP-компьютер

P1 P2
. . . PK

M1 M2 MK

Соединительная сеть

35
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Параметры BSP-модели

g – время, необходимое для передачи по 

сети одного машинного слова

L – время, необходимое для выполнения 

глобальной синхронизации

h-сессия: каждый процессор передает не 

более h машинных слов и получает не 

более h машинных слов

ℎ ∙ 𝑔 – время выполнения h-сессии

36
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Схема выполнения 

BSP-программы
• BSP-программа

состоит из n потоков 
команд

• Каждый поток команд 
делится на 
последовательные 
супершаги

• Супершаг:

1)Вычисления на каждом 
процессоре с 
использованием только 
локальных данных

2)h-сессия

3)Глобальная барьерная 
синхронизация

P1 P2 P3 P4 P5 P6

Барьерная синхронизация

Супер-шаг 1

Супер-шаг 2

Барьерная синхронизация

37
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Стоимостная функция 

модели BSP

• Время измеряется в машинных тактах

• BSP-программа состоит из S супершагов

• Каждый процессор на i-том супершаге выполняет 

максимум wi тактов в ходе локальных вычислений

• Время выполнения i-того супершага:

𝑡𝑖 = 𝑤𝑖 + ℎ ∙ 𝑔 + 𝐿

• Время выполнения всей программы:

𝑇 = ℎ ∙ 𝑔 ∙ 𝑆 + 𝐿 ∙ 𝑆 +

𝑖=1

𝑆

𝑤𝑖

38
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Деление BSF-программы на 

секции мастера и рабочего

39

// K – число рабочих

// Номер мастера: K

// Номера рабочих: 0..(K-1)

input

MyNodeNo // номер моего узла

begin

if MyNodeNo = K then

// Секции мастера

...

else

// Секции рабочего

...

end if

end
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Секция рабочего 

«Выполнение задания»

40

// Суммирование элементов массива M

input

K // число рабочих

M[0..n*K-1] // массив для суммирования

MyNodeNo // номер моего узла

output

S[0..K-1] // массив частичных сумм

begin

S[MyNodeNo] := 0

for i = 0 + MyNodeNo*n to (MyNodeNo+1)*n-1 do

S[MyNodeNo] := S[MyNodeNo] + M[i]

end for

end


